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Functions with isolated singularities on
surfaces1

Sergiy Maksymenko

Let M be a smooth connected compact surface, P be either the real
line R or the circle S1, and f : M → P be a smooth mapping.
In a previous series of papers for the case when f is a Morse map
the author calculated the homotopy types of stabilizers and orbits of
f with respect to the right action of the diffeomorphisms group of
M . The present paper extends those calculations to a large class of
maps M → P with degenerate singularities satisfying certain set of
axioms.

1. Introduction

Let M be a smooth compact connected surface and P be
either the real line R or the circle S1. Then the group D(M)
of diffeomorphisms of M naturally acts from the right on the
space C∞(M,P ) by the formula:

h · f = f ◦ h, h ∈ D(M), f ∈ C∞(M,P ).

This action is one of the main objects in singularities theory.
For the case of surfaces it was extensively studied in recent
years, see e.g. [4, 3, 27, 31, 33, 32, 35, 36, 18, 19, 11, 39].

For f ∈ C∞(M,P ) let Σf be the set of critical points of f
and

O(f) = {f ◦ h | h ∈ D(M)},
S(f) = {h | f = f ◦ h, h ∈ D(M)}

1This research is partially supported by grant of Ministry of Science
and Education of Ukraine, № M/150-2009.

c⃝ Maksymenko S., 2010
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be respectively the orbit and the stabilizer of f . We will endow
D(M) and C∞(M,P ) with the corresponding topologies C∞.
Then these topologies induce certain topologies on O(f) and
S(f). Let Did(M) and Sid(f) be the identity path-component
of D(M) and S(f), and Of (f) the path-component of f in
O(f) with respect to topologies C∞.

In [18, 19] the author calculated the homotopy types of
Sid(f) and Of (f) for all Morse maps f : M → P . These
calculations are essentially based on the description of homo-
topy types of groups of orbits preserving diffeomorphisms for
certain classes of vector fields obtained in [15, 25]. In a series
of papers [17, 22, 20, 24] the classes of vector fields were ex-
tended and using these results it was then announced in [21]
that calculations of [18, 19] can be done for a large class of
smooth maps M → P with isolated “homogeneous” singular-
ities.

The aim of this paper is to show that the technique used
in [18, 19] can be formalized and thus extended to classes of
isolated singularities even larger than homogeneous ones, see
Theorems 3 and 4.

We will introduce three types of isolated critical points S, P,
and N for a germ of smooth maps f : M → P . These points
will be discussed in §4 and now we only note that S-points
are saddles while P- and N-points are local extremes2. All
these points can be degenerate however they satisfy certain
“non-degeneracy” conditions formulated in the terms of shift
map of the corresponding local Hamiltonian vector field of
f . In particular, class of S-points (P-points) have properties
similar to non-degenerate saddles (local extremes) of Morse
functions and include such points, while N-points behave like

2The symbols P and N stand for periodicity and non-periodicity of
shift map.
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degenerate local extremes of homogeneous polynomials, see
Lemma 12. These N-points bring new effects in comparison
with Morse functions.

Now we put following three axioms on f :
Axiom (A1). f is constant at each connected component

of ∂M and Σf ⊂ IntM .

Axiom (A2). Every critical point of f is either an S- or
a P- or an N-point.

Axiom (A3). The natural map p : D(M)→ O(f) defined
by p(h) = f ◦ h−1 is a Serre fibration with fiber S(f) in the
corresponding topologies C∞.

The following theorem describes the homotopy types of
Sid(f) and Of (f) for a generic situation. Detailed formu-
lations are given in Theorems 3 and 4 below.

Theorem 1. Suppose f satisfies axioms (A1)-(A3) and has
at least one S-point. Let also n be the total number of critical
points of f . Then Sid(f) is contractible, πiOf (f) = πiM for
i ≥ 3, π2Of (f) = 0, and for π1Of (f) we have the following
exact sequence:

1→ π1D(M)⊕ Zk → π1Of (f)→ G → 1,

where G is a certain finite group and k ≥ 0.

1.1. Structure of the paper. The exposition of the paper
follows the line of [18]. The principal new feature is that we
consider N-points. This requires additional arguments almost
everywhere, therefore in many places we repeat the arguments
of [18] with necessary modifications.

In §2 we recall some results concerning the shift map along
the orbits of vector fields. §3 describes two constructions re-
lated to a smooth function f on a surface: foliation ∆f by con-
nected components of level-sets of f and the Kronrod-Reeb
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graph Γ(f) of f . In §4 we introduce three types of critical
points S, P, and N. Further in §5 we formulate main results
of the paper Theorems 3 and 4 and also discuss sufficiant con-
ditions for axiom (A3). In §§6 we put on the Kronrod-Reeb
graph of f additional data which describe combinatorial be-
havior of diffeomorphisms h ∈ S(f) near N-points. §8 con-
tains the proof of Theorems 3. The proof follows the line
of [18, Th. 1.3]. The rest of the paper is devoted to the proof
of Theorem 4.

Remark 1. I must warn the reader that the paper [18] con-
tains the following “dangerous” places which are also corrected
in the present and in previous papers by the author.

1) The calculation of homotopy types of stabilizers given
in [18, Th. 1.3] is essentially based on the principal result of
another paper of mine [15] which unfortunately contains some
mistakes. The corrections to [15] are given in [24, 25], where
it is also shown that for the case described in [18] the results
of [15] holds true, see Theorem 2. Thus [18, Th. 1.3] remains
valid,

2) [18, Eq. (8,6)] is not true in general, see Remark 3 and
Example 1 for details. This changes the meaning of the group
G in [18, Th. 1.5]: it remains finite however now it is a
group of automorphisms of a more complicated object than
the Kronrod-Reeb graph of f , which takes to account orien-
tations of level-sets of f , see §6.2. A correct formulation of
[18, Eq. (8,6)] is given in Lemma 14.

3) In the proof of [18, Th. 1.5] it was claimed without ex-
planations that a certain central extension of π1Did(M) with
a free abelian group J0 is just a direct sum. In general, central
extensions of abelian groups even with free abelian groups are
not trivial. We will show in Theorem 6 that in our case that
extension is trivial.
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1.2. Notations. Suppose that M is a non-orientable surface.
Then p : M̃ →M will always be the oriented double covering
of M and ξ : M̃ → M̃ be a C∞ involution generating the
group Z2 of deck transformations. For a function f :M → P

we put f̃ = p ◦ f : M̃ → P .

2. Shift maps along orbits of flows

2.1. r-homotopies. Let M,N be smooth manifolds and let
0 ≤ r ≤ ∞. Say that a map Ω : M × I → N is an r-
homotopy if the corresponding map ω : I → Cr(M,N) defined
by ω(t)(x) = Ω(x, t) is continuous from the standard topology
of I to the weak topology Cr of Cr(M,N). In other words, all
partial derivatives of Ω in x ∈ M up to order r continuously
depends on t ∈ I. If in addition Ωt :M → N is an embedding
for every t ∈ I, then Ω will be called an r-isotopy , see [20].

Thus a usual homotopy is a 0-homotopy. Moreover, every
Cr-map M × I → N is an r-homotopy, but not wise verse.

2.2. Local flow. Let F be a smooth vector field on a smooth
manifold M tangent to ∂M . Then for every x ∈M its integral
trajectory with respect to F is a unique mapping

ox : R ⊃ (ax, bx)→M

such that ox(0) = x and ȯx = F (ox), where (ax, bx) ⊂ R is
the maximal interval on which a map with the previous two
properties can be defined. Then the following set

dom(F ) = ∪
x∈M

x× (ax, bx),

is an open neighbourhood of M × 0 in M × R, and the local
flow of F is defined by

F :M × R ⊃ dom(F ) −→M, F(x, t) = ox(t).
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If M is compact, then F is defined on all of M ×R, e.g. [29].
The set of zeros of F will be denoted by ΣF .

2.3. Shift map. A subset V ⊂M will be called a D-subma-
nifold , if V is a connected submanifold with boundary (pos-
sibly with corners) of M and dimV = dimM . We will also
say that V is a D-neighbourhood for each z ∈ IntV .

Let V be aD-submanifold. Denote by func(F, V ) the subset
of C∞(V,R) consisting of functions α whose graph

Γα = {(x, α(x)) : x ∈ V }
is contained in dom(F ). Then we can define the following
map:
(2.1) φ(α)(x) = F(x, α(x)), α ∈ func(F, V ), x ∈ V.
We will call φ the shift map along orbits of F on V and denote
its image in C∞(V,M) by Sh(F, V ).
Definition 1. Let h : V → M be a smooth map, V ′ ⊂ V a

submanifold and α : V ′ → R a smooth function. We will say
that α is a shift function for h on V ′ if h(x) = F(x, α(x))
for all x ∈ V ′.
2.4. Shift map at a singular point. Let z ∈ V ∩ ΣF . De-
note by D̂(F, z) the space of at z germs of orbit preserving
diffeomorphisms h : (M, z)→ (M, z). Thus if h is defined on
some neighbourhood W of z, then h(W ∩ o) ⊂ o for every
orbit o of F .

Let also C∞z (M) denotes the space of germs of C∞ functions
α : M → R at z. Since z is a singular point for F we have a
well-defined shift map

φ̂z : C∞z (M)→ D̂(F, z), φ̂z(α)(x) = F(x, α(x)).

Denote by Ŝh(F, z) ⊂ D̂(F, z) the image of φ̂z. Then Ŝh(F, z)
is a subgroup of D̂(F, z), see [15, Eqs. (8),(9)] or [22, Lm. 3.1].
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There is a natural homomorphism

Jz(h) : D̂(F, z)→ Aut(TzM)

associating to each h ∈ D̂(F, z) the corresponding linear au-
tomorphism Tzh of the tangent space at z.

Choose local coordinates (x1, . . . , xn) at z. Then we can
regard Jz as a map Jz : D̂(F, z) → GL(n,R) associating to
each h ∈ D̂(F, z) its Jacobi matrix at z.

Let also F = (F1, . . . , Fn) be the coordinate functions of F .
Then the following matrix

(2.2) ∇F (z) =

( ∂F1

∂x1
(z) ··· ∂F1

∂xn
(z)

··· ··· ···
∂Fn

∂x1
(z) ··· ∂Fn

∂xn
(z)

)
will be called the linear part of F at z.

It is easy to show, [22, Lm. 5.3], that if α ∈ C∞(V,R) then
Jz(φV (α)) = Jz(Fα(z)) = e∇F (z)·t, whence

(2.3) Jz(Ŝh(F, z)) = Jz({Ft}t∈R) = {e∇F (z)t}t∈R.

2.5. Kernel of shift map. The set ker(φV ) = φ−1
V (iV ) will

be called the kernel of φV . It consists of all C∞ functions
α : V → R such that F(x, α(x)) = x for all x ∈ V .

Lemma 1. [15] Let α, β ∈ func(F, V ). Then φV (α) = φV (β)
iff α− β ∈ ker(φV ). In other words

F(x, α(x)) ≡ F(x, β(x)) ⇔ F(x, α(x)− β(x)) ≡ x.

Suppose V is connected and the set ΣF of singular points of
F is nowhere dense in V . Then one of the following conditions
holds true:

Nonperiodic case: ker(φV ) = {0} and the shit map

φV : func(F, V )→ Sh(F, V )
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is a bijection. This holds for instance if F has at least one
non-closed orbit, or for some singular point z of F the linear
part of F at z vanishes, i.e. ∇F (z) = 0; or

Periodic case: ker(φV ) = {nθ}n∈Z for some C∞ strictly
positive function θ : V → (0,+∞). In this case

• every x ∈ V \ΣF is periodic so func(F, V ) = C∞(V,R),
• there is an open and everywhere dense set Q ⊂ V \ΣF

such that θ(x) = Per(x) for all x ∈ Q;
• φ−1

V ◦ φV (α) = {α+ nθ} for every α ∈ C∞(V,R).

Let E(F, V ) be the subset of C∞(V,M) consisting of maps
h : V →M such that

(i) h(ω) ⊂ ω for every orbit ω of F ;
(ii) for every singular point z ∈ ΣF the corresponding tan-

geng map Tzh : TzM → TzM is an isomorphism.
Let also D(F, V ) be the subset of E(F, V ) consisting of im-
mersions V →M .

For 0 ≤ r ≤ ∞ denote by Eid(F, V )r (resp. Did(F, V )r)
the path component of the identity inclusion iV : V ⊂ M
in Eid(F, V )r (resp. Did(F, V )r) with respect to the topology
Cr. It consists of maps h ∈ Eid(F, V )r (resp. h ∈ Did(F, V )r)
which are r-homotopic to iV in E(F, V ) (resp. D(F, V )).

If V = M , we will omit V from notations. Moreover, we
will also often omit superscript∞ and denote Eid(F, V )∞ and
Did(F, V )∞ simply by Eid(F, V ) and Did(F, V ).

Lemma 2. [15, 24] Let Ht : V × I → M be an r-homotopy
such that H0 = iV and Ht ∈ E(F, V ). Then there exists a
unique r-homotopy Λ : (V \ ΣF ) × I → R such that Λ0 = 0,
Λt : V \ ΣF → R is C∞, and Ht(x) = F(x,Λt(x)) for all
x ∈ V \ ΣF and t ∈ I.

In particular, for every h ∈ Eid(F, V )0 there exists a smooth
shift function on V \ ΣF .
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For α ∈ func(F, V ) and z ∈ V we will denote by F (α) the
Lie derivative of α along F at z. Then, [15, Theorem 19],
φV (α) is a local diffeomorphism at z iff F (α)(z) ̸= −1. Put

(2.4) Γ+
V = {α ∈ func(F, V ) : F (α) > −1}.

Evidently, Γ+
V is S1-open and convex subset of func(F, V ). It

also follows from [15, Theorem 25] that

(2.5) Γ+
V = φ−1(Did(F, V )∞).

Lemma 3. [20] The following inclusions hold true:

Sh(F, V ) ⊂ Eid(F, V )∞ ⊂· · ·⊂ Eid(F, V )r ⊂· · ·⊂ Eid(F, V )0,

φV (Γ
+
V ) ⊂ Did(F, V )∞ ⊂· · ·⊂ Did(F, V )r ⊂· · ·⊂ Did(F, V )0.

If Sh(F, V ) = Eid(F, V )r, then φV (Γ
+
V ) = Did(F, V )r.

2.6. Openness of shift map. We recall here the principal
results obtained in [25], see Theorem 2 below.

Lemma 4. Endow func(F, V ) and Sh(F, V ) with topologies
C∞. If ΣF ∩ V = ∅ then the shift map φV is locally injective,
whence the following conditions are equivalent:

(1) φV : func(F, V )→ Sh(F, V ) is an open map.
(2) φV : func(F, V ) → Sh(F, V ) is a local homeomor-

phism.
Suppose these conditions hold true. Consider the restriction

φV |Γ+
V
: Γ+

V → φV (Γ
+
V ).

If φV is non-periodic, then φV and φV |Γ+
V

are homeo-
morphisms onto their images. In particular, Sh(F, V ) and
φV (Γ

+
V ) are contractible.

Suppose φV is periodic. Then the maps φV and φV |Γ+
V

are
Z-covering maps onto their images, and Sh(F, V ) and φV (Γ+

V )
are homotopy equivalent to the circle S1.
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We will be interesting in establishing (1) and (2) of Lemma 4
for the shift map φ, i.e. for the case V =M . It is convenient
to formulate this as the following condition.

(Z) The shift map φ : C∞(M,R)→ Sh(F ) is a local home-
omorphism with respect to topologies C∞.

We will now recall sufficient conditions for (Z) obtained in
[25].

Let V be a compact D-submanifold, and U be an open
neighbourhood of V . Then the restriction F |U of F to U
generates a local flow

FU : U × R ⊃ dom(FU) −→ U.

The corresponding shift map of F |U will be denoted by
φU,V . Thus

φU,V : func(F |U , V )→ Sh(F |U , V ).

Let us introduce the following conditions for V and U .

(A) The shift map φV : func(F, V ) → Sh(F, V ) is C∞-
open, that is open between the corresponding topologies
C∞;

(B) The shift map φU,V : func(F |U , V ) → Sh(F |U , V ) is
C∞-open.

(C) The set Sh(F |U , V ) is C∞-open in Sh(F, V ).

Finally for each point z ∈ M consider the following prop-
erties.

(A1) There exists a base βz = {Vj}j∈J at z consisting of
compact D-neighbourhoods of z such that every V ∈ βz
satisfies (A).
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(B1) There exist an open neighbourhood U of z and a base
βz = {Vj}j∈J ⊂ U at z consisting of compact D-
neighbourhoods such that every V ∈ βz satisfies (B).

(C1) There exists a neighbourhood U of z every compact D-
submanifold V ⊂ U satisfies (C).

(R1) z is non-periodic and non-recurrent.
(R2) z is periodic and the Poincaré return map of the orbit

oz of z is the identity.
(S1) z ∈ ΣF and there exists an F -invariant neighbourhood

W of z.
(S2) z ∈ ΣF and there exists a neighbourhood W of z with

the following property: if x ∈ ∂W = W \W then there
exists a neighbourhood γ ⊂ ox of x in the orbit ox such
that γ ∩ ∂W = {x}.

Theorem 2. [25] The following implications hold true:
1) (A) ⇔ (B) & (C);
2) (A1) for every z ∈M ⇒ (Z);
3) (R1) ∨ (R2) ⇒ (A1);
4) (S1) ∨ (S2) ⇒ (C1).
In particular, suppose that every regular point z ∈ M \ ΣF

of F satisfies either of the conditions (R1), (R2), and every
singular point z ∈ ΣF of F satisfies (S1), (S2), and (B1).
Then the shift map φ : C∞(M,R)→ Sh(F ) is either a home-
omorphism or a Z-covering map between topologies C∞.

Remark 2. Statement 1) of Theorem 2 in particular implies
that if the map φV is open (condition (A)), then the map φU,V
is open for any open neighbourhood U of V (condition (B)).

3. Functions on surfaces

In this section we will assume that M is a compact surface
and f :M → P a C∞ map satisfying the following conditions:
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(i) f takes constant value on each connected component
of ∂M

(ii) all critical points of f are isolated and contained in
IntM .

Let z ∈ IntM . Then in some local charts at z in M and at
f(z) in P we can regard f as a function

(3.1) (M, z) ⊃ (C, 0) f̄−−−→ (R, 0) ⊂ (P, f(z))

such that z = 0 ∈ C and f̄(0) = 0 ∈ R.
We say that z is a local extreme for f if it is a local extreme

for f̄ . Moreover, if we fix an orientation of P and restrict
ourselves to representations (3.1) in which the embedding R ⊂
P preserves orientation, then z will be called a local maximum
(minimum) of f whenever so is 0 ∈ C for f̄ .

3.1. Isolated critical points. Suppose that z ∈ IntM is an
isolated critical point of f . Then there exists a germ of a
homeomorphism h : (C, 0)→ (C, 0) such that

f̄ ◦ h(z) =
{
±|z|2, if 0 is a local extremum, [5],
Re(zn) for some n ∈ N, otherwise, [33].

If 0 is not a local extreme for f , then the number n does not
depend on a particular choice of h, and in this case z will be
called a (generalized) n-saddle.

The topological structure of the foliation ∆f near local ex-
tremes, 1-, and 3-saddles is illustrated in Figure 3.1. The cor-
responding critical components of level-set of f are designed
in bold.

3.2. Foliation ∆f of f . Notice that f defines on M a certain
one-dimensional foliation ∆f with singularities in the follow-
ing way: a subset ω ⊂ M is a leaf of ∆f if and only if ω is
either a critical point of f or a connected component of the
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a) local extreme b) 1-saddle c) 3-saddle

Figure 3.1. Isolated critical points

set f−1(c) \ Σf for some c ∈ P . Thus the leaves of ∆f are
1-dimensional submanifolds of M and singular points of f .

Denote by ∆reg
f the union of all leaves of ∆f homeomorphic

to the circle and by ∆cr
f the union of all other leaves. It follows

from (i) that ∂M ⊂ ∆reg
f .

The leaves in ∆reg
f (resp. ∆cr

f ) will be called regular (resp.
critical). Similarly, connected components of ∆reg

f (resp. ∆cr
f )

will be called regular (resp. critical) components of ∆f .
Evidently, every critical leaf of ∆cr

f either homeomorphic to
an open interval or is a singular point of f . If f has at least
one critical point or ∂M = ∅, then every regular component
of ∆f is diffeomorphic with S1 × (0, 1).

Denote by D(∆f ) the group of diffeomorphisms h of M
such that h(ω) = ω for every leaf ω of ∆f , and let D+(∆f ) be
its subgroup consisting of diffeomorphisms of M preserving
orientations of all 1-dimensional leaves of ∆f .

For each critical point z ∈ Σf we will denote by D̂(∆f , z)
the group of germs of diffeomorphisms h : (M, z)→ (M, z) at
z preserving leaves of ∆f . More precisely, let V be a neigh-
bourhood of z and h : V → M be an embedding such that
h(z) = z. Then h ∈ D̂(∆f , z) if and only if h(ω ∩ V ) ⊂ ω for
each leaf ω of ∆f .
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Lemma 5. [18, Lm. 3.4] If f satisfies (i) and (ii), then

D+
id(∆f )

r = Did(∆f )
r = Sid(f)r, 0 ≤ r ≤ ∞.

Proof. In [18, Lm. 3.4] the proof was actually given for the
case r = 0. However literally the same arguments hold for all
r if we replace everywhere in [18, Lm. 3.4] the word “isotopy”
with “r-isotopy”. �

3.3. KR-graph of f . Let Γ(f) be the Kronrod-Reeb graph
(KR-graph) of f , e.g. [12, 3, 35, 18]. This graph is obtained
from M by shrinking every connected component of every
level-set of f to a point, see Figure 3.2. Then we have the
following decomposition of f :

f = fΓ ◦ pf :M
pf−−−→ Γ(f)

fΓ−−−→ P,

where pf is a factor-map and fΓ is the induced function which
will be caller KR-function for f . Evidently, the edges (resp.
vertexes) of Γ(f) correspond to regular (resp. critical) com-
ponents of ∆f .

Figure 3.2. Foliation ∆f and KR-graph Γ(f)
of f
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3.4. The action of S(f) on Γ(f). Evidently, each h ∈ S(f)
interchanges the leaves of ∆f and even yields a homeomor-
phism of Γ(f). So we have a natural homomorphism

λ : S(f)→ Aut(Γ(f)).

It follwos that h ∈ ker(λ) iff h preserves every regular leaf
of ∆reg

f . On the other hand it is easy to construct examples
when h ∈ ker(λ) interchanges critical leaves of ∆f . It follows
that

D+(∆f ) ⊂ D(∆f ) ⊂ ker(λ).

Remark 3. I should warn the reader that [18, Eq. (8.6)]
wrongly claims that

D+(∆f ) ∩ Did(M) = ker(λ) ∩ Did(M).

In fact, the presented proof contains a misprint and a mistake:
it refers to [18, Lm. 3.6(2)] which does not exist instead of [18,
Lm. 3.5(2)].

Nonetheless, [18, Lm. 3.5(2)] is not applicable since it claims
about h ∈ Sid(f) but not about h ∈ D+(∆f ) ∩ Did(M): the
difference is that every h ∈ Sid(f) is isotopic to idM via an f -
preserving isotopy, while h ∈ D+(∆f )∩Did(M) also preserves
f and is isotopic to idM but the isotopy is not assumed to be f -
preserving. On the other hand, it follows from [18, Lm. 3.5(1)]
that [18, Eq. (8.6)] holds for orientable surfaces. The following
example shows that a difference between D+(∆f ) ∩ Did(M)
and ker(λ) ∩ Did(M) appears indeed.

Example 1. Let f : RP2 → R be a Morse function on a
projective plane RP2 with exactly one minimum x, one saddle
y and one maximum z. Regard RP2 as a space obtained
from unit 2-disk D2 by identifying the opposite points on its
boundary ∂D2. The foliation ∆f on D2 and the KR-graph
Γ(f) of f are shown in Figure 3.3. The vertexes of Γ(f)



22 Maksymenko S.

are denoted by the same letters as the corresponding critical
points of f and the up-down arrows show how to glue the
boundary of D2.

Let h : D2 → D2 be a mirror symmetry with respect to
the horizontal line passing through x, see Figure 3.3. Then
h trivially acts on Γ(f) though it changes orientations of all
regular leaves. On the other hand, since D(RP2) is connected,
it follows that h is isotopic to idRP2 . Thus

h ∈ (ker(λ) \ D+(∆f )) ∩ Did(RP2).

Figure 3.3

4. Special critical points

In this section we introduce three types of critical point
which will play a key role throughout the paper.

Definition 2. (Special critical points) Let z ∈ Σf be an
isolated critical point of f . We will say that z is special for
f if there exists a neighbourhood U of z and a vector field F
on U with the following properties:
(SP1) df(F ) ≡ 0 and z is a unique singular point of F ;
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(SP2) there is a base βz = {Vj}j∈J of compact connected D-
neighbourhoods of z such that for each V ∈ βz the
shift mapping φV : func(F, V ) → Sh(F, V ) is a local
homeomorphism with respect to topologies C∞.

The corresponding vector field F will be called special as well.

Let z ∈ Σf be a special critical point of f and F be a
vector field at z satisfying (SP1) and (SP2). Then by (SP1)
the orbits of F coincide with the level-curves of f near z,
whence

(4.1) D̂(F, z) = D̂(∆f , z).

Moreover, it follows from Remark 2 that in Definition 2 a
neighbourhood U can be taken arbitrary small.

Definition 3 (S-point). Say that z is an S-point for f if
z is not a local extreme for f , (i.e. a saddle point) and it
has a vector filed F satisfying (SP1) and (SP2) and such that
Ŝh(F, z) = D̂(F, z).

Such a vector field will be called special for z.

Now let z be a local extreme of f . Then we can assume
that U is connected and F -invariant, see §3.1. It also follows
that all the orbits of F except for z are periodic and wrap
around z. Let θ : U \z → (0,+∞) be the function associating
to each x ∈ U \ z its period Per(x). Then it easily follows
from smoothness of the Poincaré’s first return map that θ is
C∞ on U \ z but it can be even discontinuous at z. We will
call θ the period function for F .

It is shown in [26] that after some linear change of coor-
dinates the linear part ∇F (z) of F at z, see (2.2), can be
reduced to one of the following forms:

(4.2) a)
(

0 λ
−λ 0

)
, b) ( 0 λ

0 0 ) , c) ( 0 0
0 0 ) ,



24 Maksymenko S.

for some λ ∈ R \ {0}. By (2.3) the image Jz(Ŝh(F, z)) of
Ŝh(F, z) under Jz coincides with {e∇F (z)·t}t∈R, whence we ob-
tain the following three possibilities for Jz(Ŝh(F, z)):
(4.3)
a) SO(2), b) {( 1 t

0 1 ) , t ∈ R} , c) {( 1 0
0 1 )} .

Definition 4 (P-point). Let z be a special local extreme of
f . Say that z is a P-point for f if there exists a vector field
F on some neighbourhood U of z satisfying (SP1) and (SP2)
and such that the corresponding period function

θ : U \ z → (0,+∞)

smoothly extends to all of U .
In this case F will also be called special.

Lemma 6. [38, 26] Let z ∈ Σf be a local extreme of f , and
(x, y) ∈ R2 be local coordinates at z in which z = 0. Let
F = (F1, F2) be a C∞ vector field near z such that F (f) ≡ 0
and z is a unique singular point of F . Then the following
conditions (P1)-(P6) are equivalent.

(P1) z is a P-point for f and F is the corresponding special
vector field for z;

(P2) The eigen values of ∇F (z) are non-zero purely imagi-
nary, so ∇F (z) can be reduced to the form a) of (4.2).

(P3) There are germs at z of C∞ functions β, X̄, Ȳ : U → R
such that β(z) ̸= 0, and X̄ and Ȳ are flat at z, and
F is C∞ equivalent to the following vector field

β(x2 + y2)
(
−y ∂

∂x
+ x ∂

∂y

)
+ X̄ ∂

∂x
+ Ȳ ∂

∂y
.

(P4) There exist a connected smooth 2-submanifold V ⊂ U
such that z ∈ IntV and the shift map φV is periodic,
i.e. ker(φV ) ̸= {0}.
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(P5) For every connected smooth 2-submanifold V ⊂ U the
shift map φV is periodic.

(P6) Jz(Ŝh(F, z)) is conjugate in GL(2,R) to SO(2).

In these cases Ŝh(F, z) = D̂+(F, z), ker(φV ) = {nθ|V }n∈Z
for any connected 2-submanifold V ⊂ U .

Moreover, there are C∞ germs g, µ : U → R at z such that
µ is flat at z = 0 and f is C∞ equivalent to the function
g(x2 + y2) + µ(x, y).

If either of conditions (P1)-(P6) is violated, then

lim
x→z

θ(z) = +∞.

Proof. Equivalence (P1)⇔(P2)⇔(P3) was established in [26].
In fact F. Takens [38] described normal forms for vector fields
satisfying (P2). He proved that there are two types of such
forms. The first one is described by (P3). Moreover, it was
observed in [26] that vector fields of the second type have
non-closed orbits near z, whence in our case F can belong
only to the first type. This implies (P2)⇒(P3). The proof of
(P3)⇒(P1)⇒(P2) is one of the main results of [26].

(P4)⇒(P1). Suppose ker(φV ) = {nν}n∈Z for some C∞ func-
tion ν : V → (0,+∞). Then by Lemma 1 ν = Per ≡ θ on
open and every where dense subset Q ⊂ V \{z}, whence ν = θ
on all of V \ {z}, and thus θ extends to a C∞ function ν near
z.

(P1)⇒(P5). Suppose θ is C∞ on all of U and let V ⊂ U
be a 2-submanifold. Then F(x, θ(x)) = x for all x ∈ V ,
whence θ|V ∈ ker(φV ) ̸= {0}. By the previous arguments,
ker(φV ) = {nθ|V }n∈Z.

(P5)⇒(P4) is evident, and (P2)⇔(P6) follows from (4.3).
All other statements are also proved in [26]. �
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Definition 5 (N-point). Let z be a special local extreme of
f . Say that z is an N-point for f if there exists a vector field
F near z satisfying (SP1) and (SP2) and such that

(i) the corresponding period function θ : U\{z} → (0,+∞)
can not be continuously extended to all of U , so by
Lemma 6 lim

x→z
θ(z) = +∞;

(ii) ker(Jz) ⊂ Ŝh(F, z);
(iii) if ∇F (z) = 0, then Jz(D̂(F, z)) is finite.

Again, such a vector field will be called special.

Condition (ii) means that if h ∈ D̂(F, z) and Jz(h) = id
then there exists a germ of a C∞ function α ∈ C∞z (M) such
that h(x) = F(x, α(x)) for all x sufficiently close to z.

Consider the following subsets of GL(2,R):

A++ = {( 1 t
0 1 ) | t ∈ R} , A−− =

{( −1 t
0 −1

)
| t ∈ R

}
,

A+− = {( 1 t
0 −1 ) | t ∈ R} , A−+ = {( −1 t

0 1 ) | t ∈ R} ,

A+ = A++ ∪ A−−, A = A++ ∪ A−− ∪ A−+ ∪ A+−.

Then A+ ⊂ A are subgroups of GL(2,R), A++ is the unity
component of both A and A+,

A+/A++ ≈ Z2, A/A++ ≈ Z2 × Z2.

Lemma 7. [23] Let z be an N-point of f and F be a special
vector field for z. Then the following statements hold.

(N1)∇F (z) is nilpotent, whence it is similar to one of the
matrices b) or c) of (4.2).
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(N2)If ∇F (z) = ( 0 1
0 0 ), see b) of (4.2), then

Jz(Ŝh(F, z)) = A++,(4.4)

Ŝh(F, z) = J−1
z (A++),(4.5)

Jz(D̂+(F, z)) ⊆ A+,(4.6)

Jz(D̂(F, z)) ⊆ A.(4.7)

So, either Ŝh(F, z) = D̂+(F, z) or D̂+(F, z)/Ŝh(F, z) ≈ Z2,

and D̂+(F, z)/Ŝh(F, z) is a subgroup of Z2 × Z2.
(N3)If ∇F (z) = 0, see c) of (4.2), then ker(Jz) = Ŝh(F, z),

and Jz(D̂+(F, z)) is a finite cyclic subgroup of GL(2,R) of
some order nz, so D̂+(F, z)/Ŝh(F, z) ≈ Znz . If in addition
D̂(F, z) ̸= D̂+(F, z), then D̂+(F, z)/Ŝh(F, z) is a dihedral
group Dnz .

Proof. (N1) follows from (P6) and Eq. (4.2).
(N2). Eq. (4.4) follows from (2.3). To prove Eq. (4.5) con-

sider h ∈ J−1
z (A++). Since Jz(Ŝh(F, z)) = A++, there exists

g ∈ Ŝh(F, z) such that Jz(g) = Jz(h). Hence

g−1 ◦ h ∈ ker(Jz) ⊂ Ŝh(F, z),

whence h ∈ Ŝh(F, z) as well.
Eq. (4.7) is proved in [26], whence

Jz(D̂+(F, z)) ⊂ A ∩GL+(2,R) = A+.

This proves Eq. (4.6).
(N3) follows from the well-known fact that every finite sub-

group of GL+(n,R) is cyclic. �

Due to (N2) and (N3) of Lemma 7 we will distinguish two
types of N-points.
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Definition 6. An N-point z of f will be called an NN-point
if ∇F (z) is non-zero nilpotent. Otherwise, ∇F (z) = 0 and
we will call z an NZ-point.

4.1. Examples. Let f : R2 → R be a homogeneous polyno-
mial without multiple linear factors, that is
(4.8) f = L1 · · ·La ·Qq1

1 · · ·Q
qb
b ,

where Li, (i = 1, . . . , a), is a non-zero linear function, Qj,
(j = 1, . . . , b), is an irreducible over R (definite) quadratic
form, qj ≥ 1, Li/Li′ ̸= const for i ̸= i′, and Qj/Qj′ ̸= const
for j ̸= j′. Put

D = Qq1−1
1 · · ·Qqb−1

b .

Then f = L1 · · ·La · Q1 · · ·Qb · D and it is easy to see that
D is the greatest common divisor of the partial derivatives f ′

x

and f ′
y. The following polynomial vector field on R2:

F (x, y) = −(f ′
y/D) ∂

∂x
+ (f ′

x/D) ∂
∂y

will be called the reduced Hamiltonian vector field of f . In
particular, if f has no multiple factors, i.e. li = qj = 1 for all
i, j, then D ≡ 1 and F is the usual Hamiltonian vector field
of g.

Notice that if f had multiple linear factors, then 0 ∈ R2

would not be an isolated critical point.

Lemma 8. The origin 0 ∈ R2 is a special critical point
of f belonging to one of the types S, P, or N, and F is the
corresponding special vector field. More precisely,

(1) if a > 0, then 0 is an S-point for f ;
(2) if a = 0 and b = 1, i.e. f = Qq1

1 , and thus in some
local coordinates f(x, y) = (x2 + y2)q1, then 0 ∈ R2 is
a P-point of f ;

(3) otherwise, when a = 0 and b ≥ 2, so f = Qq1
1 · · ·Q

qb
b ,

then 0 ∈ R2 is an N-point (even an NZ-point) of f .
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Proof. The assumption (SP1) of Definition 2 that F (f) ≡ 0 is
evident, while (SP2) is proved in [25]. Hence 0 ∈ R2 is special.

(1) If a > 0, then the identity Ŝh(F, z) = D̂(F, z) follows
from [17, 22], see [22, Th. 11.1].

(2) Suppose a = 0 and b = 1. Then we can assume that
f(x, y) = (x2 + y2)q1 , whence F (x, y) = −y ∂

∂x
+ x ∂

∂y
. Hence

by (P2) of Lemma 6 0 is a P point for f . Moreover, the as-
sumption (SP2) of the Definition 2 is independently reproved
in [26].

(3) Suppose a = 0 and b ≥ 2. Then (i) of Definition 5
is established in [26], and (ii) and (iii) in [17, 22], see [22,
Th. 7.1 & 11.1]. It is also easy to see that ∇F (0) = 0, so 0 is
an NZ-point. �

4.2. Extension of shift functions. In this paragraph we
prove two lemmas about extensions of shift functions.

Lemma 9. Let z be a special critical point of f being a local
extreme, F be the corresponding special vector field defined on
some neighbourhood U of z, W ⊂ V be two open connected
F -invariant neighbourhoods of z such that W ⊂ V , and let
h : V → V be a diffeomorphism preserving orientation and
orbits of F .

(1) Let Y ⊂ V \ {z} be any open connected subset and
α : Y → R be any shift function for h on Y . If z is a P-point
for f , then α uniquely extends to a unique C∞ shift function
for h on all of V .

(2) Any shift function α : W → R for h on W uniquely
extends to a C∞ shift function for h on all of V .

Proof. Since h preserves orientation, it is not hard to show
that h has a C∞ shift function β : V \ {z} → R, see [26].
Such a function is defined up to a summand nθ, (n ∈ Z). In
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particular, any shift function for h defined on Y ⊂ V \ {z}
coincides with β + nθ for some n ∈ Z.

(1) Suppose z is a P-point, so θ extends to C∞ function on
V . As just noted α = β + nθ on Y for some n.

We claim that β extends to a C∞ function on V . Indeed,
by Lemma 6 h ∈ D̂(F, z) = Ŝh(F, z), so h has a C∞ shift
function β′ on some neighbourhood of z. Then β′ = β + kθ
for some k ∈ Z. Since β′ and θ are C∞ near z, so is β.

Hence α also uniquely extends to a C∞ function β + nθ on
V .

(2) We have that α = β+nθ on W \{z} for some n, though
β and θ are even not defined at z. On the other hand they
are C∞ on V \ {z}, so we define α on V \W by α = β + nθ.
Then α is C∞ on all of V . �

Lemma 10. Let z ∈ Σf be a critical point of f of either of
types S or P or N, F be a special vector field for z defined on
some neighbourhood U of z containing no other critical points
of f , V ⊂ U be an open neighbourhood of z, and V̂ = V \{z}.
Let also H : V ×I → U be an r-homotopy in E(F, V ) such that
H0 = iV : V ⊂ U , and Λ : V̂ ×I → R be a unique r-homotopy
such that Λ0 = 0 and Λt is a smooth shift function for Ht on
V̂ for every t ∈ I, see Lemma 2. If z is an N-point suppose
in addition that r ≥ 1. Then for each t ∈ I the function Λt
extends to a C∞ function on all of V .

Proof. First we show that Ht ∈ Ŝh(F, z) for each t ∈ I, i.e.
Ht has a C∞ shift function αt on some neighbourhood W of z
in V .

Indeed, sinceH0 = iV , it follows the germ of Ht at z belongs
to D̂+(F, z). Hence if z is either an S- or a P-point, then by
Definitions 3 and 4 Ht ∈ Ŝh(F, z).
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Suppose z is an N-point. Then by assumption r ≥ 1, so
the matrix Jz(Ht) continuously depends on t. If ∇F (z) is
non-zero nilpotent, then we get from (N3) of Lemma 7 that
Jz(Ht) belongs to the unity component A++ of the group A

as well as Jz(H0) = id. Hence Ht ∈ J−1
z (A++) = Ŝh(F, z).

Similarly, if ∇F (z) = 0, then the set of possible values for
Jz(Ht) is finite, whence Jz(Ht) = Jz(H0) = id for all t ∈ I.
Therefore by (ii) of Definition 5 Ht ∈ ker(Jz) ⊂ Ŝh(F, z) as
well.

Thus Λt and αt are shift functions for Ht on some neigh-
bourhood connected neighbourhood W of z, whence

Λt − αt ∈ ker(φŴ ),

where Ŵ = W \ {z}.
If z is an S-point, then Ŵ contains non-closed orbits of F ,

whence ker(φŴ ) = {0}. Therefore Λt = αt is C∞ on Ŵ . Thus
if we put Λt(z) = αt(z) then Λt will become C∞ on all of V .

Suppose that z is a P-point. Then ker(φŴ ) = {nθ}n∈Z, so
Λt−αt = nθ for some n ∈ Z. But by Definition 4 θ smoothly
extends to all of W , whence so does Λt = αt + nθ.

Suppose that z is an N-point, so lim
x→z

θ(x) = +∞. This
implies that the shift map φW is non-periodic, so αt is a unique
shift function for Ht on W . Notice that by assumption r ≥ 1,
so the restrictionH : W×I → U is a 1-homotopy in Sh(F,W )

having a shift function Λ : Ŵ × I → R such that Λ0 = 0 is
C∞ on W . Then the main result of [24] is applicable to this
situation and claims that Λt = αt on Ŵ for all other t ∈ I.
Hence Λt smoothly extends to all of V . �
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5. Main results

The sets of S-, P-, and S-points of f will be denoted by
ΣS
f , ΣP

f , and ΣN
f respectively. The following Theorems 3 and 4

extend the results of [18, 19].

Theorem 3. c.f. [18, Th. 1.3]. Suppose that f : M → P
satisfies axioms (A1) and (A2). Then

(5.1) Sid(f)∞ = · · · = Sid(f)2 = Sid(f)1.

Moreover, each of the following conditions implies that

Sid(f)1 = Sid(f)0 :

(a) f has no critical points of type N, i.e. ΣN
f = ∅;

(b) M is a 2-disk, Σf consists of a unique critical point z
which is of type N with nz = 1;

(c) M is a 2-sphere, Σf consists of exactly two critical
points z′ and z such that z′ is of type P, and z is of
type N with nz = 1.

The space Sid(f) := Sid(f)∞ is contractible if and only if
one of the following conditions holds true:

• f has at least one critical point of type S or N;
• M is non-orientable.

In all other cases Sid(f) is homotopy equivalent to S1.

Theorem 4. c.f. [18, Th. 1.5], [19]. Suppose that f :M → P
satisfies axioms (A1)-(A3) and has at least one S-point. Then
πiOf (f) = πiM for i ≥ 3, π2Of (f) = 0, and for π1Of (f) we
have the following exact sequence:

(5.2) 1→ π1D(M)⊕ Zk → π1Of (f)→ G → 1,

where G is a certain finite group and k ≥ 0.
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5.1. Discussion of axioms. Axioms (A1) and (A2) put re-
strictions only on the foliation ∆f of f . For instance suppose
that f : M → R satisfies them and has a global minimum
min f = 0. Then for every n ≥ 2 the function fn also satis-
fies these axioms. Replacing f by its n-th degree makes that
global minimum of f “more degenerate” but does not changes
the foliation ∆f .

On the other hand, if f satisfies (A3), then usually the orbit
O(fn) of fn for n ≥ 2 has infinite codimension in C∞(M,R)
and the verification of (A3) for fn is not an easy problem,
see [30].

5.2. Sufficient condition for (A3). Let f : R2 → R be a
smooth function, z ∈ R2, and f(z) = 0. Denote by A the
algebra of germs of smooth functions R2 → R. Then the
Jacobi ideal of f at z is the ideal ∆(f, z) in A generated by
germs partial derivatives f ′

x(z) and f ′
y(z) of f at z.

The codimension µR(f, z) of a f at z (or a real Milnor
number of z) is the codimension of the Jacobi ideal ∆(f, z) in
A:

µR(f, z) = dimR[A/∆(f, z)],

see [34].

Lemma 11. c.f. [34], [18, § 11.30]. Let C∞∂ (M,P ) be the sub-
space of C∞(M,R) consisting of maps satisfying axiom (A1),
and let f ∈ C∞∂ (M,P ). Suppose that µR(f, z) < ∞ for each
critical point z ∈ Σf . Then O(f) is a Fréchet submanifold of
C∞∂ (M,P ) of finite codimension and the natural map

p : D(M)→ O(f), p(h) = f ◦ h

is a principal locally trivial S(f)-fibration. In particular, p is
a Serre fibration, so f satisfies (A3).
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Lemma 12. c.f. [21]. Suppose that f : M → P satisfies
(A1) and has the following property: for every critical point
z of f there exists a local presentation fz : R2 → R of f in
which z = (0, 0) and fz is a homogeneous polynomial without
multiple factors. Then f satisfies all other axioms (A2), (A3).

Proof. Axiom (A2) follows from results of [17, 22], see also [25].
For the axiom (A3) it suffices establish finiteness of µR(fz, z).

Regard fz as a polynomial two complex variables with real
coefficients. Since fz has no multiple factors, it follows that
z = (0, 0) is an isolated critical point of fz, whence the com-
plex Milnor number defined analogously with respect to the
algebra of germs of analytical functions (C2, 0) → C is fi-
nite: µC(fz, z) < ∞, see [2]. It remains to note the fol-
lowing inequaltiy µR(fz, z) ≤ 2µC(fz, z), which can be easily
proved. �

6. Framings

In this section we will assume again that f satisfies condi-
tions (i) and (ii) at the beginning of §3.2. The results of this
section will be used for the proof of Theorem 4 only.

6.1. Framings for N-points. Suppose z is an N-point of f
and let F be the corresponding special vector field defined on
some neighbourhood U of z. Recall that the group

Gz = D̂+(F, z)/Ŝh(F, z)

is cyclic and we have denoted its order by nz.
For each non-zero tangent vector v ∈ TzM put

Fz(v) := {±Tzh(v) | h ∈ D̂+(F, z)}.
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Thus Fz(v) is the union of orbits of v and−v under the natural
action of D̂+(F, z) on TzM . Equivalently, we may put

Fz(v) := {±ξ(v) | ξ ∈ Jz(D̂+(F, z))}.

Definition 7. The set Fz(v) will be called a framing at
z if it is finite and invariant with respect to the whole group
D̂(F, z).

Lemma 13. (1) Framings exist.
(2) Let Fz(v) be any framing. If nz is odd (resp. even),

then Fz(v) consists of 2nz (resp. nz) elements.
(3) The kernel of the action of D̂+(F, z) on any framing

Fz(v) is Ŝh(F, z). Hence D̂+(F, z) induces a free action of
Gz on Fz(v).

(4) Let Fz(v) be a framing at z and let h ∈ S(f). Then
z′ := h(z) ∈ ΣN

f and

Fz′(v) := Tzh(Fz(v)) ⊂ Tz′M

is a framing at z′.
(5) If g ∈ S(f) is such that g(z) = h(z), then

Tzg(Fz(v)) = Tzh(Fz(v)).

Proof. (1)-(3). First suppose that z is an NN-point, so we can
choose local coordinates at z in which ∇F (z) = ( 0 1

0 0 ). Then
by Lemma 7

Jz(Ŝh(F, z)) = A++, Jz(D̂+(F, z)) ⊂ A+,

Jz(D̂(F, z)) ⊂ A.
Let v = (a, 0) ∈ TzM be any vector with respect to these
coordinates such that a ̸= 0. Evidently, the orbit of v with
respect to each of the groups A+ and A is {±v}, see Fig-
ure 6.1a), while A++ is the stabilizer of v with respect to A+.
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This implies that Fz(v) = {±v}, this set is invariant with re-
spect to D̂(F, z), and Ŝh(F, z) is the kernel of the action of
D̂+(F, z).

If Ŝh(F, z) = D̂+(F, z), i.e. nz = 1, then |Fz(v)| = 2 = 2nz.
Otherwise, D̂+(F, z)/Ŝh(F, z) = Z2, so nz = 2 = |Fz(v)|.

On the other hand, if w ∈ TzM is another tangent vector
which is not collinear to v, then w = (b, c) with c ̸= 0 and
Fz(w) = {(t,±c) | t ∈ R} is a pair of lines. Thus Fz(w) is not
a framing, see Figure 6.1b).

Suppose now that z is an NZ-point, i.e. ∇F (z) = 0. Then
by Lemma 7 Ŝh(F, z) is the kernel of Jz,

Jz(D̂+(F, z)) = D̂+(F, z)/Ŝh(F, z) = Gz

is a finite cyclic group of order nz. Whence for any non-zero
v ∈ TzM the set Fz(v) is finite and Ŝh(F, z) is the kernel of
the action of D̂+(F, z) on Fz(v).

It remains to choose v for which Fz(v) is invariant with re-
spect to D̂(F, z). We can assume that D̂(F, z) ̸= D̂+(F, z), so
Jz(D̂(F, z)) is a dihedral group. Let h ∈ D̂(F, z) \ D̂+(F, z).
Then h changes orientation at z, and therefore the linear map
Tzh is a reflection with respect to a line {tv | t ∈ R} de-
termined by some non-zero vector v ∈ TzM . In particular,
Tzh(v) = v. Now it is evident that Fz(v) is invariant with
respect to D̂(F, z), so Fz(v) is a framing, see Figure 6.1c).

Statements (4) and (5) are easy and we leave them for the
reader. �

Definition 8. Say that a family of framings

{Fz(vz) : z ∈ ΣN
f }
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a) framing b) not a framing c) framing

Figure 6.1

is compatible if it is invariant with respect to S(f), i.e.

Tzh(Fz) = Fh(z), ∀h ∈ S(f).

Corollary 1. Compatible framings exist.

Proof. Since h(ΣN
f ) = ΣN

f for every h ∈ S(f), we can divide ΣN
f

by orbits with respect to S(f). Let O = {z1, . . . , zl} ⊂ ΣN
f be

one of these orbits. It suffices to define a compatible framing
on O.

Fix any framing Fz1 for z1. Let zi ∈ O and h ∈ S(f) be such
that h(z1) = zi. Then we set Fzi = Tz1h(Fz1). By Lemma 13
this definition does not depend on a particular choice of such
h. �

6.2. Framed KR-graph Γ̂(f) of f . Let Γ(f) be the KR-
graph of f , pf : M → Γ(f) be the factor map, and w be a
vertex of Γ(f). Say that

• w is a ∂-vertex if p−1
f (w) is a connected component of

∂M ;
• w is an S-vertex if p−1

f (w) contains S-points of f (in
this case p−1

f (w) is a critical component of ∆f being
not local extreme of f);
• w is P-vertex (resp. N-vertex ) if p−1

f (w) is a P-point
(resp. N-point) of f .
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Let w be an N-vertex of Γ(f) and z = p−1
f (w) be the corre-

sponding N-point of f . Then by cyclic order of w we will call
the corresponding cyclic order nz of z and denote it by nw,
thus nw := np−1

f (w) = nz.
Let kz be the total number of vectors in (any) framing at

z, see Lemma 13. We will denote this number by kz and kw
as well. Thus kz = nz for even nz and kz = 2nz for odd nz.

To each N-vertex w let us glue kw edges ew(1), . . . , ew(kw)
as shown in Figure 6.2. We will call them edges tangent to w.
The set of tangent edges to w will be denoted by Tw. They
should be thought as “ lying in the plane orthogonal to the edge
incident to w”.

Figure 6.2. Tangent edges to a vertex w

Denote the obtained graph by Γ̂(f) and call it the framed
KR-graph of f . Thus Γ(f) is a subgraph of Γ̂(f) and we can
extend the KR-function fΓ : Γ(f) → P to all of Γ̂(f) to be
constant on tangent edges: fΓ(ew(i)) = fΓ(w).

6.3. Automorphisms of Γ̂(f). Let E(Γ(f)) be the set of
edges of Γ(f). By an automorphism of Γ̂(f) we will mean a
pair (ν, o), where

• ν : Γ̂(f)→ Γ̂(f) is a homeomorphism which preserves
types of vertexes and the KR-function that is

fΓ ◦ ν = fΓ : Γ̂(f)→ P,
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(in particular, ν sends tangent edges to tangent edges),
and
• o : E(Γ(f))→ Z2 is any function.

Define the composition of automorphisms by:

(ν1, o1) ◦ (ν2, o2) = (ν1 ◦ ν2, o1 ◦ ν2 · o2),

where · is a multiplication in Z2 = {±1}.
Then it is easy to see that all the automorphisms of Γ̂(f)

constitute a group. We will denote this group by Aut(Γ̂(f)).
The unit of Aut(Γ̂(f)) is (idΓ̂(f), 1), where 1 : E(Γ̂(f)) → Z2

is a constant map to 1 ∈ Z2, and the inverse of (ν, o) is
(ν−1,−o ◦ ν−1).

6.4. Action of S(f) on Γ̂(f). Suppose f has at least one
critical point. We will now define a certain homomorphism

µ : S(f)→ Aut(Γ̂(f)).

First of all fix
• a compatible framing {Fz : z ∈ ΣN

f } for N-points of f ,
• for each z ∈ ΣN

f a bijection ξz : Fz → Tpf (z) between
the framing Fz at z and the set of tangent edges at the corre-
sponding vertex pf (z) of Γ̂(f) (see Figure 6.3), and
• orientation of connected components of ∆reg

f (this is pos-
sible since Σf ̸= ∅, so all regular components of ∆f are diffeo-
morphic to S1 × (0, 1) and thus they are orientable surfaces).

Now let h ∈ S(f). We have to associate to h a pair (ν, o).
Notice that h yields a certain automorphism ν = λ(h) of

Γ(f). We will now extend it to the set of tangent edges. Let
h ∈ S(f), z ∈ ΣN

f , z′ = h(z), w = pf (z) and w′ = pf (z
′) be

the corresponding vertexes on Γ̂(f). Then z′ ∈ ΣN
f as well
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Figure 6.3

and h yields a bijection between the framings Fz and Fz′ . So
we define ν : Tω → Tω′ by

ξz′ ◦ Tzh ◦ ξ−1
z : Tω

ξ−1
z−−−→ Fz

Tzh−−−→ Fz′
ξz′−−→ Tω′ .

It remains to define a function o : E(Γ(f)) → Z2. Let e
be an edge of Γ(f) and γ = pf (e) be the corresponding con-
nected component of ∆reg

f . Then γ′ = h(γ) is also a connected
component of ∆reg

f . Notice that we fixed orientations of γ and
γ′. Therefore we define o(e) = +1 if h : γ → γ′ preserves
orientations and o(e) = −1 otherwise.

A direct verification shows that the map

µ : S(f)→ Aut(Γ̂(f)), µ(h) = (ν, o)

is a well-defined homomorphism.

6.5. The kernel of µ and the group DN(∆f ). Denote by
DN(M,Σf ) the subgroup of D(M) consisting of all diffeomor-
phisms h of M such that

• h(Σf ) = Σf ;
• h ∈ Ŝh(Fz, z) for each N-point z ∈ ΣN

f and (any) spe-
cial vector field Fz for z. In other words, Jz(h) ∈ A++

if ∇F (z) = ( 0 1
0 0 ), and Jz(h) = id if ∇F (z) = 0.

Denote by ON(f,Σf ) the orbit of f with respect to the
action of DN(M,Σf ). Put

DN(∆f ) = D+(∆f ) ∩ DN(M,Σf ).
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Then it is easy to see that DN(∆f ) is a normal subgroup of
S(f) and

DN(∆f ) ⊂ ker(µ).

However in general DN(∆f ) ̸= ker(µ). The difference is that
each h ∈ DN(∆f ) is required to preserve all 1-dimensional
leaves and their orientations, while each g ∈ ker(µ) must only
preserve all regular leaves and their orientation. In fact, it is
easy to construct an example of f and h ∈ ker(µ) \ DN(∆f )
which interchanges critical leaves of ∆f , see e.g. [16, Lm. 6.9
& Fig. 6.1].

The following lemma repairs [18, Eq. (8.6)], see Remark 3.

Lemma 14. DN(∆f ) ∩ Did(M) = ker(µ) ∩ Did(M).

Proof. Let h ∈ ker(µ)∩Did(M). Then, h preserves all regular
leaves of ∆f with their orientation and is isotopic to idM . Now
by [18, Th. 7.1] h also preserves all critical leaves with their
orientation. Moreover, h ∈ Ŝh(F, z) for each z ∈ ΣN

f , whence
h ∈ DN(∆f ). �

7. Group π0DN(∆f )

In this section we calculate the group π0DN(∆f ). The ex-
position is similar to [18, Th. 6.2] but we take to account
N-points.

Let Γ̂(f) be the framed KR-graph of f . An edge e of Γ̂(f)
will be called external , if it is either tangent to some N-point,
or is incident either to a P- or to a ∂-vertex. Otherwise, e is
internal .

Moreover, an internal edge e will be called an N-edge (resp.
an S-edge) if at least one of its vertexes is an N-vertex (resp.
both vertexes of e are S-vertexes).

Suppose that f : M → P satisfies (A1) and (A2). Let γ
be a regular leaf of ∆f , so γ is homeomorphic to S1. Denote
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by Kγ the connected component of ∆reg
f containing γ. Then

there exists a Dehn twist τγ along γ preserving ∆f and being
identity outside arbitrary small neighbourhood Uγ ⊂ Kγ of γ
consisting of full leaves of ∆f , see [18, §6] and Figure 7.1. In
particular, we have that τγ ∈ DN(∆f ). Notice that the image

Figure 7.1

of Kγ in Γ̂(f) is a certain edge e. We will say that γ (as well
as Kγ) is internal (external) if so is e, and that τγ is a twist
around e.

Now let e1, . . . , ek be all the internal edges of Γ̂(f). For
each i choose any internal leaf γi corresponding to ei and take
any Dehn twist τi ∈ DN(∆f ) along γi. Put

T =
k
∪
i=1

supp τi.

Let J = ⟨τ1, . . . , τk⟩ ⊂ DN(∆f ) be a subgroup generated by
the internal Dehn twists. Since supp τi∩supp τj = ∅ for i ̸= j,
we see that J is a free abelian group with basis ⟨τ1, . . . , τk⟩,
so J ≈ Zk.

Theorem 5. c.f. [18, Th. 6.2]. Suppose that f : M → P
satisfies axioms (A1) and (A2), and has at least one critical
point of type S. Then the inclusion ζ : J ⊂ DN(∆f ) is a
homotopy equivalence. In particular, we have an isomorphism

ζ0 : J ≡ π0J → π0DN(∆f ),
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so π0DN(∆f ) ≈ Zk is freely generated by the isotopy classes
of internal Dehn twists.

The proof is similar to [18, Th. 6.2]. It suffices to establish
the following statement:

Lemma 15. 1) Every h ∈ DN(∆f ) is isotopic in DN(∆f ) to
a product of internal Dehn twists, whence ζ : J → π0DN(∆f )
is surjective.

2) If h = τm1
1 ◦ · · · ◦ τmk

k ∈ Sid(f) for some mi ∈ Z, then
mi = 0 for all i and thus h = idM , whence ζ : J → π0DN(∆f )
is a monomorphism.

Proof. First suppose that M is orientable. Let F be a vector
field on M satisfying assumptions of Lemma 16.

Claim 1. For every h ∈ DN(∆f ) there exists a unique C∞
function σ :M \T → R being shift function for h with respect
to F . If h is fixed on M \ T , then σ = 0 on M \ T .

Proof. a) Let z be an N-point of f . Then

h ∈ ker(shz) = Ŝh(F, z),

so h has a (unique) C∞ shift function σz defined on some F -
invariant closed neighbourhood Vz of z containing no other
critical points of f . We can assume that Vz ∩ Vz′ = ∅ for
z ̸= z′. Then the functions σz define a unique shift function
σN for h on the following set UN := ∪

z∈ΣN
f

Vz.

b) Since f has at least one S-point, there exists a critical
component K of ∆f (that is a connected component of ∆cr

f )
which is not a local extreme. Let z ∈ K ∩ Σf . Then z is
an S-point of f . The assumption h ∈ DN(∆f ) means that
h ∈ Ŝh(F, z), so there exists a neighbourhood Vz of z and a
unique C∞ function σz : Vz → R such that h(x) = F(x, σz(x))
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for all x ∈ Vz. Since K \ Σf is a disjoint union of intervals,
it follows that the functions {σz}z∈Σf

extend to a unique C∞
function σK defined on some neighbourhood V (K) of K such
that h(x) = F(x, σK(x)) for all x ∈ V (K), see [18, Lm. 6.4].

We can assume that V (K) is F -invariant, so ∂V (K) con-
sists of regular leaves of ∆f .

Put US := ∪KV (K), where K runs over all critical compo-
nents of ∆f that are not local extremes. We can also assume
that

V (K) ∩ V (K ′) = V (K) ∩ UN = ∅

for distinct critical componentsK andK ′. Then the functions
σK define a unique shift function σS for h on US.

c) Notice that the set M \ US is a union of cylinders and
2-disks. Moreover, every cylinder contains no critical point of
f , while every 2-disk contains a unique critical point of f and
this point is a local extreme of f . Let B1, . . . , Bk be all the
connected components of M \ US having one or the following
properties: either

• Bi is a cylinder such that Bi ∩ ∂M ̸= ∅, or
• Bi is a 2-disk containing a P-point of f .

In particular, Bi ∩ UN = ∅. Denote U∂,P = ∪ki=1Bi. We
claim that σS extends to a C∞ function on US ∪ U∂,P.

Indeed, suppose Bi ≈ S1×I is a cylinder. Then Bi∩US is a
connected F -invariant neighbourhood of one of the connected
components of ∂Bi and this neighbourhood does not contain
another component of ∂Bi. So we can assume that

Bi ∩ US = S1 × [0, ε].

Then the function σS on Bi∩US extends to a C∞ shift function
for h on all of Bi, see [18, Lm. 4.12(2)]. Denote this function
by βi : Bi → R.
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Suppose Bi is a 2-disk containing a P-point z. Then

Yi := Bi ∩ US

is a neighbourhood of ∂Bi and by (1) of Lemma 9 σS extends
to a unique C∞ shift function βi : Bi → R for h on all of Bi.

Denote U := UN ∪ US ∪ U∂,P. Then the functions

σN : UN → R, σS : US → R, βi : Bi → R,

i = 1, . . . ,k, define a unique C∞ shift function σ : U → R for
h. Notice that M \ U is contained in the union of internal
components of ∆reg

f . Therefore we can assume that in fact
M \ U ⊂ T , so U ⊃M \ T .

If h is fixed on M \U ⊂ T , then it follows from uniqueness
of σN, σS and uniqueness of extensions βi of σS to U∂,P, that
σ ≡ 0. �

In order to complete statement 1) it remains to construct
an isotopy of h in DN(∆f ) to a diffeomorphism fixed on M \T .
Let µ :M → [0, 1] be a C∞ function constant on leaves of ∆f

and such that µ = 1 on some neighbourhood of U . Define the
following map:

H :M × I →M, Ht(x) = F(x, t · µ(x) · σh(x)).

ThenH is C∞, H0 = idM , andH1 = h on some neighbourhood
of U , see for details [18, Lemma 4.14]. In particular, every
Ht ∈ DN(∆f ). Hence the following isotopy Gt = h ◦ H−1

t

deforms G0 = h in DN(∆f ) to a diffeomorphism G1 fixed
on some neighbourhood of U . In other words suppG1 ⊂ T ,
whence G1 is isotopic in DN(∆f ) to a product of some internal
Dehn twists.

2) Let h = τm1
1 ◦ · · · ◦ τmk

k ∈ Sid(f). We have to show that
mi = 0 for all i = 1, . . . ,k. For each i let Ui be a cylinder
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neighbourhood of γi containing supp τi, see Figure 7.1. Then
h|Ui

= τmi
i |Ui

.
Since h ∈ Sid(f) and f has at least one S-point, it follows

from (iv) of Lemma 16 that there exists a unique C∞ shift
function α : M → R for h, so h(x) = F(x, α(x)) for all
x ∈ M . Therefore an isotopy of h to idM in DN(∆f ) can be
given by ht(x) = F(x, tα(x)), (t ∈ I).

On the other hand by Claim 1 there exists a unique C∞
function σ : M → R being shift function for h on M \ T ,
whence α = σ on M \ T . Moreover, as h is fixed on M \ T ,
we have that α = σ = 0 on M \T . Hence ht is fixed on M \T
for all t ∈ I. This implies that h|Ui

= τmi
i |Ui

is isotopic to idUi

relatively some neighbourhood of ∂Ui. But this is possible if
and only if mi = 0. This proves Theorem 5 for orientable
case.

Suppose M is non-orientable. Let p : M̃ → M be the
oriented double covering of M , and ξ be p-equivariant invo-
lution of M̃ . Then we have a function f̃ = f ◦ p : M̃ → P .
Since every internal leaf γi is two-sided, it follows that p−1(γi)
consists of two connected components γi1 and γi2 being in-
ternal leaves of the foliation ∆f̃ of f̃ . Then there are Dehn
twists τi1, τi2 ∈ D̃N(∆f̃ ) along γi1 and γi2 respectively such
that τi2 = ξ ◦ τi1 ◦ ξ and τ̂i := τi2 ◦ τi1 is a lifting of τi. Evi-
dently, each τij is internal, and by the oriented case the group
π0DN(∆f̃ ) is generated by τij for i = 1, . . . ,k and j = 1, 2.

Consider the subgroup D̃N(∆f̃ ) of DN(∆f̃ ) consisting of
symmetric h, i.e. h ◦ ξ = ξ ◦ h. Then similarly to [18,
Claim 6.5.1] it can be shown that the isotopy classes of τ̂i,
(i = 1, . . . ,k) generate π0D̃N(∆f̃ ), whence π0D̃N(∆f̃ ) ≈ Zk.
Moreover, it follows from (ix) of Lemma 18 that there is a nat-
ural homeomorphism between DN(∆f ) and D̃N(∆f̃ ). Hence
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π0DN(∆f ) ≈ Zk and this group is generated by the isotopy
classes of internal Dehn twists. Theorem 5 is completed. �

8. Proof of Theorem 3

Orientable case. Suppose M is orientable and f satisfies
axioms (A1) and (A2). For each z ∈ Σf let Fz be the corre-
sponding special vector field defined on some neighbourhood
Uz of z.

Lemma 16. There exists a vector field F on M such that
(i) df(F ) ≡ 0 and F (z) = 0 iff z ∈ Σf .
(ii) F = ±Fz near z for every z ∈ Σf .
Moreover, for any vector field F satisfying (i) and (ii) the

following conditions holds true:
(iii) The shift map φ : C∞(M,R) → Sh(F ) is either a

homeomorphism or a Z-covering map with respect to topolo-
gies C∞. Hence by Lemma 4 so is the restriction

φ|Γ+ : Γ+ → φ(Γ+),

and both spaces Sh(F ) and φ(Γ+) are either contractible or
homotopy equivalent to S1.

(iv) Sh(F ) = Eid(F )1 and, by Lemma 3, φ(Γ+) = Did(F )
1.

(v) If f has no N-points then

Sh(F ) = Eid(F )0, φ(Γ+) = Did(F )
0.

(vi) Suppose f has no S-points and only one N-point z,
though it may have P-points. If in addition nz = 1, then
Sh(F ) = Eid(F )0 and φ(Γ+) = Did(F )

0. In this case f satis-
fies one of the conditions (b) or (c) of Theorem 3.

(vii) Did(∆f )
r = Did(F )

r = Sid(f)r for all r = 0, . . . ,∞.
(viii) If Sh(F ) = Eid(F )r, then DN

id(∆f )
r = Sid(f)r.
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Suppose Lemma 16 is proved. Then by (iv) and (vii) we
get

φ(Γ+) = Sid(f)∞ = · · · = Sid(f)1,
which proves (5.1). Moreover, the case (a) of Theorem 3
corresponds to (v), while (b) and (c) correspond to (vii) of
Lemma 16, and in these cases φ(Γ+) = Sid(f)1 = Sid(f)0.

Further, by (iii) of Lemma 16 φ(Γ+) = Sid(f)∞ is either
contractible or homotopy equivalent to the circle.

If f has a critical point z of type S or N, then there exists
a neighbourhood V of z such that φV is non-periodic, hence
for each h ∈ Sid(f) there may exists at most one C∞ shift
function on V . This implies that φ is non-periodic as well,
whence Sid(f) is contractible.

On the other hand, suppose all critical points of f are of
type P. Then f has at most two critical points and it is not
hard to prove that φ is periodic, whence Sid(f) is homotopy
equivalent to the circle. This case is analogous to [18, Th. 1.9].
Orientable case of Theorem 3 is completed modulo Lemma 16

Proof of Lemma 16. (i), (ii). Since M is orientable, it has a
symplectic structure and we can construct the corresponding
Hamiltonian vector field F ′ of f . By definition this vector
field satisfies (i) and also is parallel to Fz near each z ∈ Σf .
Changing the sign of Fz (if necessary) we may assume that F ′

and Fz has the same directions near z. Then using partition
unity technique we can glue F ′ with all of Fz so that the
resulting vector field F on M would satisfy (i) and (ii).

(iii). We should prove that the map φ : C∞(M,R)→ Sh(F )
is either a homeomorphism or a Z-covering map. Due to The-
orem 2 it suffices to prove that every regular point z ∈M \ΣF

satisfies either of the conditions (R1), (R2), and every singular
point z ∈ ΣF of F satisfies (S1), (S2), and (B1).
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Let z be a regular point of f . Then z is also non-singular
for F . Denote by ω the connected component of a level-set
f−1f(z) containing z.

If ω contains critical points of f , then the orbit oz of z is
either “an arc connecting two critical points” or a “loop at
some critical point” of f , see points z1 and z2 in Figure 8.1.
In both cases the limit sets of the orbit oz of z is finite, whence
z is non-recurrent, and thus it satisfies (R1).

Otherwise ω contains no critical points and therefore is dif-
feomorphic to S1. Hence ω is a periodic orbit of F , see Fig-
ure 8.1. Then it is easy to see that the first return map of
such orbit is the identity, whence z has property (R2).

Figure 8.1

Let z be a critical point of f and U be a neighbourhood of
z on which F = Fz. Then by condition (SP2) of Definition 2
there exists a base βz = {Vj}j∈J ⊂ U of D-neighbourhoods of
z such that for each V ∈ βz the shift map of Fz

(8.1) φU,V : func(Fz|U , V )→ Sh(Fz|U , V )

is a local homeomorphism between the corresponding topolo-
gies C∞. Since F = Fz on U , the map (8.1) is the same as the
following one:

φU,V : func(F |U , V )→ Sh(F |U , V ).



50 Maksymenko S.

In particular, φU,V is open as well. This implies (B1) for z.
Suppose z is a local extreme of f , then it has arbitrary small

F -invariant neighbourhoods, see Figure 8.2a), i.e. satisfies
(S1).

Suppose z is a saddle. Then there exists arbitrary small
2-disk U such that ∂U is smooth and transversal to orbits
everywhere except for finitely many points x1, . . . , xk, and for
each xi there exists an open arc γi on oxi containing xi such
that γi ∩ ∂U = {xi}, see Figure 8.2b). This implies property
(S2) for z.

(a) (b)

Figure 8.2. A neighbourhood U

(iv), (v). We have to identify Sh(F ) with Eid(F )r for r = 0
or 1. Let h ∈ Eid(F )r. Then there exists an r-homotopy
H :M×I →M such that H0 = idM , H1 = h, and Ht ∈ E(F )
for all t ∈ I. Then by Lemma 2 there exists an r-homotopy

Λ : (M \ ΣF )× I → R
such that Λ0 ≡ 0 and Ht(x) = F(x,Λt(x)) for all x ∈M \ΣF .

If r = 1 or if r = 0 but f has no N-points, then by Lemma 10
(applied to each z ∈ Σf ) the function Λt, t ∈ (0, 1], extends to
a C∞ function on all of M . Hence Ht ∈ Sh(F ). In particular,
h = H1 ∈ Sh(F ), and so Sh(F ) = Eid(F )1.

(vi). Suppose that f has no S-points and only one N-point
z which also satisfies nz = 1. Thus f has only local extremes
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and one of them is z. Since M is connected there may exist
at most two such points. Thus either Σf = {z, z′}, where z′
is a P-point, M = S2, and f satisfies (b) of Theorem 3, or
Σf = {z}, M = D2, and f satisfies (c) of Theorem 3.

Notice that the orbits of F on M \ Σf are closed, the shift
map φM\Σf

is periodic, and the function θ :M\Σf → (0,+∞)
associating to every x ∈ M \ Σf its period Per(x) generates
the kernel ker(φM\Σf

). Moreover, if Σf = {z, z′} and z′ is
a P-point then by Definition 4 θ smoothly extends to some
neighbourhood of z′. Thus we can assume that θ is C∞ on
M \ {z}.

Now let h ∈ Eid(F )0. We have to verify that h ∈ Sh(F ).
By Lemma 2 there exists a smooth shift function

α :M \ Σf → R

for h on M \ Σf . Moreover, if Σf = {z, z′} where z′ is a P-
point, then by Lemma 10 α smoothly extends to a C∞ function
near z′. Therefore we can assume that α is C∞ on M \ {z} as
well as θ. Then for each k ∈ Z the function α + kθ is also a
C∞ shift function for h on M \ {z}.

By definition h is a local diffeomorphism at z and since
h ∈ Eid(F )0 it follows that h preserves orientation at z, so
h ∈ D̂+(F, z). Then the assumption nz = 1, means that
Jz(D̂+(F, z)) = id, so

h ∈ D̂+(F, z) ⊂ ker(Jz) ⊂ Ŝh(F, z).

Hence there exists a C∞ shift function β for h on some neigh-
bourhood W of z.

Therefore α and β are C∞ shift functions for h on W \ {z},
whence β − α = nθ for some k ∈ Z. Hence α+ nθ is C∞ shift
function for h on all of M , so h ∈ Sh(F ).
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(vii). It follows from (i) that the foliation ∆f coincides with
the foliation by orbits of F , whence D(∆f ) = D(F ), and by
Lemma 5 Did(∆f )

r = Did(F )
r ⊂ Sid(f)r.

(viii). Suppose Sh(F ) = Eid(F )r for some r ≥ 0. Then

Sh(F ) = Eid(F )r ⊃ Did(F )
r =

= Sid(f)r = Did(∆f )
r ⊃ DN

id(∆f )
r.

In particular, each h ∈ Sid(f)r has a C∞ shift function on
M with respect to F . This implies that Jz(h) ∈ Ŝh(F, z) for
each S-point z of f , whence by definition h ∈ DN(∆f ). Thus
Sid(f)r ⊂ DN(∆f ), and therefore Sid(f)r ⊂ DN

id(∆f )
r. �

Non-orientable case. Suppose that a surface M is non-
orientable. Let p : M̃ →M be the oriented double covering of
M and ξ : M̃ → M̃ be a C∞ involution generating the group
Z2 of deck transformations.

A vector field F on M̃ tangent to ∂M̃ (as well as its flow
F) will be called skew-symmetric if ξ∗(F ) = −F , that is

F ◦ ξ = −Tξ ◦ F.

This is equivalent to the requirement that Ft ◦ ξ = ξ ◦F−t for
all t ∈ R.

A smooth map h̃ : M̃ → M̃ will be called symmetric if
h̃ ◦ ξ = ξ ◦ h̃. Denote by D̃+(M̃) the group of all orientation
preserving symmetric diffeomorphisms of M̃ .

Lemma 17. For every h ∈ D(M) there exists a unique lifting
h̃ ∈ D̃+(M̃), so p ◦ h̃ = h ◦ p. Moreover, the correspondence
h 7→ h̃ is a homeomorphism η : D(M)→ D̃+(M̃) with respect
to each topology Cr, (0 ≤ r ≤ ∞).
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Proof. Notice that each h ∈ D(M) has exactly two symmetric
liftings. If h̃ ∈ D̃(M̃) is a lifting of h, then another one is
given by ξ ◦ h̃. Since ξ reverses orientation of M̃ , we can
assume that h̃ preserves orientation of M̃ , i.e. h̃ ∈ D̃+(M̃).
Then it is easy to see that the correspondence η : h 7→ h̃ is a
bijection between D(M) and D̃+(M̃). The verification that η
is a homeomorphism with respect to the topology Cr for each
0 ≤ r ≤ ∞ is direct and we left it for the reader. �

Suppose f satisfies axioms (A1) and (A2). Since p is a local
diffeomorphism, it follows that the map f̃ = f ◦ p : M̃ → P
also satifies these axioms.

Let y ∈ Σf , Gy be a special vector field near y, and let
z, z′ ∈ Σf̃ be critical points of f̃ such that p−1(y) = {z, z′}.
Define vector fields Fz and Fz′ near z and z′ respectively as
pullbacks of Gy via p:

Fz = p∗Gy, Fz′ = −p∗Gy.

Let F ′ be any vector field on M̃ satisfying (i) and (ii). Then
the vector field F = 1

2
(F ′ − ξ∗F ′) is skew-symmetric and

also satisfies (i) and (ii) and therefore all other statements
of Lemma 16, see [18, Lm. 5.1] for details.

Lemma 18. c.f. [18, Lm. 4.9 & 5.1]. The following condi-
tions hold true:

(ix) Let D̃(∆f̃ ) = D(∆f̃ )∩D̃+(M̃) be the group of symmet-
ric diffeomorphisms preserving foliation ∆f̃ . Then

η(D(∆f )) = D̃(∆f̃ ),

see Lemma 17. In particular, for all r = 0, . . . ,∞ we have
homeomorphisms Did(∆f )

r ∼= D̃id(∆f̃ )
r
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(x) Put E0 = {α ∈ C∞(M̃,R) | α ◦ ξ = −α}. Then the shift
map φ of F yields a homeomorhism φ : E0 ∩ Γ+ → D̃(∆f̃ )

with respect to topologies C∞. Since E0∩Γ+ is convex, D̃(∆f̃ )
is contractible.

Proof. Statement (ix) follows from Lemma 17, and (x) from [18,
Lm. 4.9]. �

Now we can complete non-orientable case of Theorem 3.
By (x) of Lemma 18

φ(Γ+ ∩ E0) = D̃id(∆f̃ )
1, φ(Γ+ ∩ E0) = D̃id(∆f̃ )

0

if f and therefore f̃ have no N-points.
Moreover for all r = 0, . . . ,∞ we have the following identi-

fications

D̃id(∆f̃ )
r

Lm. 17∼= Did(∆f )
r Lm. 5

===== Sid(f)r.

This implies that Sid(f)∞ = · · · = Sid(f)1 and this space is
contractible. Moreover, Sid(f)1 = Sid(f)0 whenever f has no
N-points.

Theorem 3 is proved. �

9. Proof of Theorem 4

Suppose f :M → P satisfies (A1)-(A3) and has at least one
S-point. Statement about higher homotopy groups of O(f) is
a simple consequence of Theorem 3 and (A3).

Indeed, choose idM to be a base point in S(f) and D(M),
and f to be a base point in O(f). Then axiom (A3) implies
that there exists an exact sequence of homotopy groups of the
fibration p:

πkS(f)
ik−−→ πkD(M)

pk−−→ πkO(f)
∂k−−→ πk−1S(f)
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where ik is induced by the inclusion i : S(f) ⊂ D(M), and ∂k
is the boundary homomorphism.

Recall that πiD(M) = πiM for i ≥ 3, and π2D(M) = 0,
see [6, 7, 8, 10]. Since by Theorem 3 Sid(f) is contractible, we
obtain isomorphisms πkO(f) ≈ πkD(M) for k ≥ 2 and also
the following exact sequence:

1→ π1D(M)
p1−−→ π1O(f)

∂1−−→ π0(S(f) ∩ Did(M))→ 1,

where π0(S(f)∩Did(M)) can be regarded as the kernel of the
induced map i0 : π0S(f)→ π0D(M).

It remains to establish the short exact sequence (5.2) for
π1O(f) and show that Of (f) is weakly homotopy equivalent
to some finite dimensional CW-complex.

Proof of (5.2). The arguments are similar to [18, §9]. Recall
that we have a homomorphism µ : π0S(f)→ Aut(Γ̂(f)). Let
G = µ(ker i0) be the image of the subgroup

ker i0 = π0(S(f) ∩ Did(M))

of π0S(f) under µ, and J0 be the kernel of the restriction of
µ to ker i0. Thus

J0 := π0(ker(µ) ∩ Did(M))
Lm. 14

====== π0(DN(∆f ) ∩ Did(M)).

Since J = π0(DN(∆f )) ≈ Zk is a free abelian group, we see
that so is its subgroup J0. Thus J0 ≈ Zl for some l ≥ 0.
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Then we have the following commutative diagram in which
all vertical and horizontal lines are exact:

1 1
↓ ↓

1 → π1Did(M)
p−−→ H ∂1−−→ J0 ≈ Zl → 1

|| ↓ ↓
1 → π1Did(M)

p−−→ π1O(f)
∂1−−→ ker(i0) → 1

↓ ↓
G === G
↓ ↓
1 1

where H = ∂−1
1 (J0). To show that the left vertical sequence

coincides with (5.2) we have to prove the following:

Theorem 6. A short exact sequence

(9.1) 1→ π1Did(M)
p1−−−→ H ∂1−−−−→ J0 → 1

admits a section s : H → J0 such that ∂1 ◦ s = idJ0.

Due to [18, Lm. 2.2.] ∂1 is a homomorphism and p1(π1D(M))
is contained in the center of π1O(f), so (9.1) is a central ex-
tension. Then theorem 6 implies that this sequence splits,
so H ≈ π1Did(M) ⊕ Zl, which finishes Theorem 4 modulo
Theorem 6.

Statement of Theorem 6 was claimed without explanations
in the proof of [18, Th. 1.5]. But in general there are central
extension that do not split. Therefore in next section we will
present a proof of Theorem 6. �

10. Proof of Theorem 6

We have to consider only the cases when π1Did(M) = 0,
which is equivalent to the assumption χ(M) ≥ 0.
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Let {gα}α∈A be any set of generators for J0. For each α ∈ A
let ωα : I → Did(M) be a path such that ωα(0) = idM and
ωα(1) = gα, see Figure 10.1a). Since gα ∈ J0 ⊂ S(f), we see
that the map ν : I → O(f) defined by ν(t) = f ◦ ωα(t) is a
loop, i.e. ν(0) = ν(1) = f .

Let also F be a free group generated by symbols {ĝα}α∈A.
Then there exists a unique epimorphism η : F → J0 such that
η(ĝα) = gα, and a unique homomorphism ψ : F → π1O(f)
defined by ψ(ĝα) = [f ◦ ωα] for all α ∈ A. Moreover we have
the following commutative diagram:

F
η

��

ψ

~~}}
}}

}}
}}

H
∂1

44 J0

s
tt V_h

Evidently, if ker η ⊂ kerψ, then ∂1 admits a section

s : J0 → H,
whence H ≈ π1Did(M)×J0. Thus for the proof of Theorem 6
we have to find conditions when ker η ⊂ kerψ.

a) Paths ωi b) A path κg1◦g2◦g3

Figure 10.1

First we present exact formulas for ψ. Let

ĥ = (ĝ1)
ε1 · · · (ĝa)εa ∈ F ,
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where εi ∈ Z. Put h = η(ĥ) = gε11 · · · gεaa ∈ J0 and define the
following path κĥ : [0, a]→ Did(M) by
(10.1)

κĥ(t) =



ω1(t)
ε1 , t ∈ [0, 1],

gε11 ◦ ω2(t− 1)ε2 , t ∈ [1, 2],

gε11 ◦ gε22 ◦ ω3(t− 2)ε3 , t ∈ [2, 3],

· · · · · · · · · · · ·
gε11 ◦ · · · ◦ g

εa−1

a−1 ◦ ωa(t− a+ 1)εa , t ∈ [a− 1, a],

see Figure 10.1b). Evidently,

κĥ(0) = idM , κĥ(1) = h ∈ J0 ⊂ S(f).

Hence the map νĥ : I → O(f) defined by

νĥ(t) = f ◦ κĥ(t)

is a loop. Then it is easy to see that ψ(ĥ) = [νĥ].
Suppose ĥ ∈ ker η, so h = η(ĥ) = idM . Then κĥ is a loop

in Did(M).

Lemma 19. Let {gα}α∈A be a set of generators for J0, F be
a free group generated by symbols {ĝα}α∈A, and

H = {ĥβ}β∈B ⊂ F

be the subset whose normal closure coincides with ker η, so

J0 = ⟨ {gα}α∈A | {ĥβ}β∈B ⟩

is a presentation for J0. For each α ∈ A take a path

ωα : I → Did(M)

such that ωα(0) = idM and ωα(1) = gα. Then each of the
following conditions implies that ker η ⊂ kerψ.

1) For each β ∈ B the loop κhβ is null-homotopic in Did(M).
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2) There exists a subset Q ⊂ M consisting of k > χ(M)
points and such that ωα(t) is fixed on Q for all α ∈ A and
t ∈ I.

Proof. Statement 1) is trivial.
2) Let x1, . . . , xk ∈ Q be k distinct points, D(M,k) be the

group of diffeomorphisms of M that fix each of these points,
and Did(M,k) be the identity path component of D(M,k).
Then for each ĥβ the loop κĥβ is contained in Did(M,k). Since
χ(M) < k, it follows that Did(M,k) is contractible, whence
κĥβ is null-homotopic in Did(M,k) ⊂ Did(M). Therefore
ψ(ĥβ) = [f ◦ κĥβ ] is null-homotopic in H, so ĥβ ∈ kerψ. �

Thus for the proof of Theorem 6 it suffices to show that for
every surface M with χ(M) ≥ 0 one of the conditions 1) or
2) of Lemma 19 is satisfied.

Lemma 20. Suppose M is one of the surfaces S2, RP2,
D2, M ö or S1 × I. Then there exists even infinite subset
Q ⊂ M such that every internal Dehn twist is fixed on Q
and isotopic to idM relatively Q. In particular, so does every
h ∈ J0, whence by 2) of Lemma 19 ker η ⊂ kerψ.

Proof. Suppose M is either 2-disk D2 or Möbius band M ö, or
a cylinder S1× I. Put Q = ∂M if M is either D2 or M ö, and
Q = S1 × 0 if M = S1 × I. Then every internal Dehn twist
is fixed near Q and is isotopic to idM relatively to Q, see e.g.
[1], [9, Th. 3.4 & 5.2], [37].

Let M be either 2-sphere S2 or a projective plane RP2. In
this case f always has a local extreme. Denote this point
by z and let Q ⊂ M \ T be a closed neighbourhood of z
diffeomorphic to 2-disk. Then M \ Q is either a 2-disk (if
M = S2) or a Möbius band (if M = RP2). Moreover, every
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internal Dehn twist τ is fixed on some neighbourhood of Q.
Hence τ is isotopic to the identity relatively Q. �

Lemma 21. Let M be either a 2-torus T 2 or a Klein bottle
K. Suppose that every internal leaf γi, (i = 1, . . . ,k), sepa-
rates M . Then there exists a subset Q ⊂ M satisfying 2) of
Lemma 19.

Proof. Let Ui be an open neighbourhood of γi diffeomorphic
to S1×(0, 1) such that ∂Ui consists of two regular leaves of ∆f

and supp τi ⊂ Ui. Since γi separates M , it follows that M \Ui
consists of two connected components Bi and Ci. Moreover,
as M is either a 2-torus T 2 or a Klein bottle K, we have that
one of the components, say B1, is either a 2-disk or a Möbius
band.

a) Suppose B1 is a Möbius band. Then M is a Klein bottle,
and C1 as well as C1 ∪ U1 are Möbius bands. Put

Q = ∂U1 ∩B1.

Then Q is a simple closed curve “parallel” to γ1 and also sep-
arating M into two Möbius bands. Moreover, every internal
Dehn twist τi is fixed on some neighbourhood Q, and therefore
it is isotopic to idM relatively Q.

b) Suppose that neither Bi nor Ci is a Möbius band. Then
Bi is a 2-disk. Renumbering γi (if necessary) we can assume
that there exists r ∈ {1, . . . ,k} such that

• if i = 1, . . . , r, then Bi is not contained in any of Bj

for j = 1, . . . ,k, and j ̸= i, so Bi is “maximal”;
• for j = r + 1, . . . ,k every Bj is contained in some Bi

for i = 1, . . . , r.
Put

(10.2) Q :=
r
∩
i=1

Ci =
r
∩
i=1

M \ (Bi∪Ui) = M \
r
∩
i=1

(Bi∪Ui).
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Then Q is connected as a complement to a disjoint union of
closed 2-disks on a connected surface. It is also easy to see
that Q does not contain any internal curve. Indeed, suppose
γj ⊂ Q. Since γj ⊂ Uj, we obtain from (10.2) that j ∈
{r+ 1, . . . ,k}, whence Bj ⊂ Bi for some i = 1, . . . , r. On the
other hand γj separates Q into two non-empty components
Dj and D′

j such that one of them, say Dj, is contained in
Bj. Hence Dj ⊂ Bj ⊂ Bi ⊂ M \ Q which contradicts to the
assumption that Dj ⊂ Q.

Thus Q contains no internal curves and therefore every τi
is fixed on some neighbourhood of Q. As M \Q is a union of
2-disks, we see that τi is isotopic to the identity relatively Q.
Hence so does every g ∈ J0. �

Lemma 22. Let M be either a 2-torus T 2 or a Klein bottle
K. Suppose that γ1 does not separate M .

(i) If M is a 2-torus T 2, then there exists a subset Q
satisfying 2) of Lemma 19, whence ker η ⊂ kerψ.

(ii) If M is a Klein bottle K, then ker η ⊂ kerψ as well.

Proof. Since all γi are mutually disjoint simple closed curves
on a 2-torus or a Klein bottle, we can assume that for some
a = 1, . . . ,k the curves γ1, . . . , γa are non-separating and iso-
topic each other, while each of γa+1, . . . , γk separate M so that
one of the components of M \γi is a 2-disk. It follows that τi is
isotopic to τ1 for i = 1, . . . , a, and to idM for i = a+1, . . . ,k.

Let Q be a regular leaf of ∆f contained in U1 \ supp τ1, see
Figure 10.2. Then every τj is fixed on some neighbourhood of
Q in U1 \ supp τ1.

Now let h ∈ J0. Thus h = τ i11 ◦ · · · ◦ τ iaa ◦ τ
ia+1

a+1 ◦ · · · ◦ τ
ik
k for

some ij ∈ Z and h is isotopic to idM . Put d = i1 + · · · + ia.
Since M \ Q is a cylinder, we see that h is isotopic to τ d1
relatively to Q.
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(i) Suppose M is a 2-torus T 2. As h is isotopic to idT 2 , we
have that d = 0, whence τ d1 (and thus h itself) is isotopic to
idT 2 relatively to Q.

(ii) Let M be a Klein bottle K. It is well known that τ 21
is isotopic to idK, see [14, Lm. 5]. Moreover, we can assume
Q is invariant (but not fixed!) under such an isotopy, see
Figure 10.2. Since h is isotopic to idK, we obtain that d is
even and h is also isotopic to idK via an isotopy which leaves
Q invariant.

Figure 10.2. Isotopy of τ 21 to idK

Let {gα}α∈A be a set of generators for J0, F be a free group
generated by symbols {ĝα}α∈A, and H = {ĥβ}β∈B ⊂ F be the
subset whose normal closure coincides with ker η.

By the previous arguments for each gα there exists a path
ωα : I → Did(K) between idK and gα such that ωα(t)(Q) = Q
for all α ∈ A and t ∈ I.

Let β ∈ B and κĥβ : I → Did(K) be the corresponding loop
in Did(K). Then κĥβ(t)(Q) = Q for all t ∈ I as well. Now it
is easy to see that κĥβ is null-homotopic, so the assumption
(2) of Lemma 19 holds.

Indeed, let σ ⊂ K be a simple closed curve shown in Fig-
ure 10.2. Then K \ σ consists of two Möbius bands. It is
well-known that π1Did(K) = Z and this group is generated
by the isotopy which rotates K twice along σ, see e.g. [10].
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In particular, if κ : I → Did(K) is a loop being not null-
homotopic, then κ(t)(Q) ̸= Q for some t ∈ I. Therefore κĥβ
is null-homotopic for all ĥβ ∈ ker η. �
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О конформной эквивалентности функций

В. В. Лычагин, Н. Г. Коновенко

В данiй роботi наведено класифiкацiю гладких функцiй вiдносно
псевдогрупи конформних перетворень площини

In this paper we give a classification of functions on the plane with
respect to conformal pseudogroup. We describe the algebra of confor-
mal differential invariants and find invariant symplectic and metric
structures on the algebra. These structures allow us to give a com-
plete classification of orbits.

1. Введение

В данной работе приводена классификация регулярных
гладких функций на плоскости относительно псевдогруп-
пы конформных преобразований. Вначале получим фор-
мальную классификацию функций. Это достигается опи-
санием орбит конформного действия в пространствах дже-
тов и нахождением алгебры конформных дифференциаль-
ных инвариантов (ср. [3]). Мы уточняем понятие конформ-
ного дифференциального инварианта, понимая под послед-
ним функцию на пространствах джетов, полиномиальную
вдоль слоев естественных расслоений, а также полиноми-
альную относительно величины, обратной к квадрату гра-
диента и инвариантную относительно конформных преоб-
разований. Теорема 3 дает описание структуры этой алгеб-
ры. Мы находим также инвариантную симплектическую
и метрическую структуры на алгебре дифференциальных

c⃝ Лычагин В. В., Коновенко Н. Г., 2010
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инвариантов, используя которые мы строим инвариантные
дифференцирования. Найденное описание алгебры диф-
ференциальных инваринтов сводит проблему локальной
конформной эквивалентности к разрешимости некоторых
систем дифференциальных уравнений третьего порядка
(ср. [1]). Выполнение условий дифференциальной сизигии
обеспечивает формальную интегрируемость этой системы,
а теорема Картана-Келера позволяет дать конформную
классификацию вещественных аналитических функций.

2. Алгебра конформных дифференциальных
инвариантов

Алгебра Ли псевдогруппы конформных преобразований
плоскости состоит из конформных векторных полей, т.е.
полей вида

X = A(x, y)
∂

∂x
+B(x, y)

∂

∂y
,

где функции A(x, y) и B(x, y) удовлетворяют системе урав-
нений Коши-Римана.

Обозначим через Jk(R2)— пространства k-джетов функ-
ций на плоскости, а через

(x, y, u, ux, uy, uxx, uxy, uyy, . . . .)

канонические координаты в этих пространствах. Каждое
конформное векторное поле V поднимается до векторно-
го поля V (k) в пространстве k-джетов (см. [2]). Скажем,
что тензор Ξ, заданный на пространстве k-джетов Jk(R2),
конформно инвариантен, если LV (k)(Ξ) = 0 для всех кон-
формных векторных полей V .

Теорема 1. Дифференциальная 2-форма

Ω = (u2x + u2y)(dx ∧ dy)
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и дифференциальная квадратичная форма

Θ = (u2x + u2y)(dx
2 + dy2),

заданные на многообразии 1-джетов, конформно-инвари-
антны.

Из этой теоремы следует, что каждой функции f с нену-
левым градиентом можно сопоставить метрику на плоско-
сти Θf = (f 2

x + f2
y )(dx

2 + dy2) и симплектическую форму
Ωf = (f 2

x+f
2
y )(dx∧dy). При этом конформная эквивалент-

ность функций влечет эквивалентность соответствующих
метрик и симплектических структур.

Под конформным дифференциальным инвариантом мы
понимаем функцию полиномиальную по переменным(

u, ux, uy, uxx, uxy, uyy, . . . ,
1

u2x + u2y

)
и инвариантную относительно продолженного действия кон-
формной псевдогруппы.

Теорема 2. Каждому дифференциальному инварианту I
соответствуют два инвариантных дифференцирования

∇I =
1

u2x + u2y

(
dI

dx

d

dx
+
dI

dy

d

dy

)
,

γI =
1

u2x + u2y

(
dI

dy

d

dx
− dI

dx

d

dy

)
,

где через d
dx

и d
dy

обозначены соответственно полные про-
изводные вдоль x и y.

В этой теореме дифференцирование ∇I отвечает гра-
диенту инварианта I относительно метрики Θ, а диффе-
ренцирование γI соответствует гамильтонову векторному
полю с гамильтонианом I относительно формы Ω.
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Действие конформной псевдогруппы имеет очевидный
дифференциальный инвариант нулевого порядка u. Ему
отвечают два инвариантных дифференцирования ∇u и γu,
которые мы обозначим через:

γ =
uy

u2x + u2y

d

dx
− ux
u2x + u2y

d

dy

и

∇ =
ux

u2x + u2y

d

dx
+

uy
u2x + u2y

d

dy
.

Легко проверить, что эти дифференцирования удовлетво-
ряют следующему коммутационному соотношению:

(2.1) [∇, γ] = J · γ.
В этом соотношении функция

J =
uxx + uyy
u2x + u2y

является конформным дифференциальным инвариантом
второго порядка.

Справедлива следующая теорема.

Теорема 3. Алгебра конформных дифференциальных ин-
вариантов на плоскости порождена базисным инвариан-
том нулевого порядка u, дифференциальным инвариан-
том второго порядка J , а также всеми инвариантными
производными ∇kγl(J).

3. Конформная эквивалентность функций.

Мы назывем функцию, заданную в некоторой области
плоскости конформно-регулярной, если значения базисных
дифференциальных инвариантов u и J на этой функции
функционально независимы.
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Так например, гармонические функции не являются кон-
формно-регулярными, а функция x3+y3 — конформно-ре-
гулярна в соответствующей области.

Для конформно-регулярных функций значения диффе-
ренциальных инвариантов ∇(J) и γ(J) являются функци-
ями от u и J .

Пусть

(3.1) ∇(J) = A(u, J), γ(J) = B(u, J),

для некоторых функций A и B.
Отметим, что эти функции не произвольны, а удовле-

творяют условию сизигии:

(3.2) J ·B − AJB +BJA+Bu = 0,

которое получается применением коммутационного соот-
ношения (2.1) к функции J .

Отметим также, что конформно-эквивалентные регуляр-
ные функции определяют одни и те же функции A и B.
Более того, задание функций A и B определяет метрику
Θ и симплектическу форму Ω. Обратно, если эти функ-
ции выбраны, то соотношения (3.1) можно рассматривать,
как систему двух дифференциальных уравнений третьего
порядка. Если кроме того выполнено соотношение сизи-
гий, то эта система является формально интегрируемой.
Следовательно, в силу теоремы Картана-Келера она ин-
тегрируема, если рассматриваемые функции вещественно-
аналитичны. Суммируя, получаем следующий результат.

Теорема 4. Для конформно-регулярных вещественно-
аналитических функций на плоскости, функции A(u, J) и
B(u, J), удовлетворяющие условию сизигии (3.2), локаль-
но определяют класс конформной эквивалентности.
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О некритическом продолжении функции,
заданной на границе трёхмерной области

Пришляк А. O.3, Пришляк E. А.,
Вятчанинова Е. Н.

Исследованы топологические свойства гладких функций на трех-
мерных ограниченных областях, сужение которых на границу,
гладкую поверхность, имеет конечное число критических то-
чек. Получены необходимые условия существования продолже-
ния функции с границы вовнутрь области. Для функций на за-
мкнутой ориентированной поверхности с одним локальным ми-
нимумом, одним локальным максимумом и имеющих на каждом
критическом уровне по одной критической точке, доказан крите-
рий существования вложения поверхности, при котором функция
может быть продлена внутрь области без критических точек.

We consider topological properties of smooth functions on 3-
dimensional bounded domains, whose restrictions to the boundary
of such domains have finite number of critical points. A necesary
condition for existence of an extension of a function from the bound-
ary to all the domain without critical points is obtained. Let f be
a smooth function on an orientable surface F with only one local
minima, one local maxima and having only one critical point at each
critical level. We give a criteria for existence of an embdding F ⊂ R3

such that f extends inside F without critical points.

3Дослiдження частково пiдтриманi Українсько-Словенським нау-
ково-дослiдним проектом «Топологiя многовидiв та її застосування»,
договiр № М/150-2009.

c⃝ Пришляк А. O., Пришляк E. А.,
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Введение

Рассмотрим ограниченную область в трехмерном про-
странстве, границей которой является гладкая поверхность.
Легко построить функцию без критических точек в обла-
сти. Примером может служить проекция на координатную
ось. Однако у ограничения этой функции на поверхность
будут критические точки. Если функцию можно предста-
вить как проекцию на координатную ось при вложении
поверхности в R3, то она естественным образом продол-
жается на область. Более слабые условия погружения бы-
ли получены в [2]. Если функция на поверхности является
функцией Морса общего положения, то искомое вложение
поверхности может быть получено, как граница окрестно-
сти графа Конрода-Риба, [1], [6], при его вложении в R3.
Для произвольных функций Морса условия существова-
ния таких вложений получены в [4]. Под индексом Пуанка-
ре критической точки функции будем иметь ввиду модуль
индекса Пуанкаре ее поля градиента.

Постановка задачи.
Пусть U — ограниченная область в R3, F = ∂U — глад-

кая поверхность, U = U ∪ F , g : U → R— гладкая функ-
ция, которая не имеет критических точек как внутри U ,
так и на границе ∂U . Это означает, что функция может
быть продолжена до некоторой гладкой функции без кри-
тических точек на окрестности U . Пусть f : F → R—
ограничение функции g на границу. Мы будем рассмат-
ривать такие функции f , у которых один максимум, один
минимум, а остальные критические точки — седловые, т.е.
изолированные и не являющиеся точками локального экс-
тремума, а значения функции в разных критических точ-
ках различны.
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Цель этой статьи — исследовать вопрос о том какие функ-
ции на F могут быть продлены до функций без критиче-
ских точек на U при некотором вложении поверхности в
трехмерное пространство.

1. Топологические свойства функций без
критических точек на трехмерных областях

Исследуем вопрос о том, как изменяются уровни функ-
ции g при увеличении значения функции.

Лемма 1. Предположим, что отрезок [v1, v2] не содер-
жит крититческих значений, тогда g−1([v1, v2]) гомео-
морфно g−1(v1)× [0, 1].

Доказательство. Используем векторное поле градиента

grad g =

{
∂g

∂x
,
∂g

∂y
,
∂g

∂z

}
.

Векторное поле gradf при этом будет проекцией grad g на
касательную плоскость в соответствующей точке, а его
особые точки будут критическими точками функции f .
Таким образом, по условиям леммы оба поля не имеют
особых точек, т.е. нигде не обращаются в 0. Продлим век-
торное поле gradf произвольным образом до гладкого век-
торного поля на U и будем это продолжение обозначать
также gradf .

Ввиду компактности и гладкости поверхности F для лю-
бого достаточно малого ε > 0 существует гладкая функция
h : U → [0, 1], для которой h(F ) = 1 и h(x, y, z) = 0 вне
ε-окрестности F . Существование такой окрестности дока-
зывается аналогично построению гладкого разбиения еди-
ницы компактного многообразия. Рассмотрим векторное
поле

W = h grad f + (1− h) grad g.
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Поскольку gradf есть проекцией grad g на F , то существу-
ет такое ε > 0, что поле W не имеет особых точек. Тогда
поле W есть градиентно подобным для функции g и каса-
тельным к F . Функция g будет возрастать при движении
по интегральным траекториям поля W . Поскольку через
каждую точку проходит интегральная траектория, а каж-
дая траектория пересекает g−1(v1) и g−1(v2), то, выбрав
в качестве параметра на траектории значение функции в
соответствующих точках, мы получим, что каждая точ-
ка из g−1([v1, v2]) задается парой (точка из g−1(v1), значе-
ние [v1, v2]). Поскольку интегральная траектория является
решением дифференциального уравнения, которое непре-
рывно зависит от начальных условий, имеем, что постро-
енное биективное отображение есть гомеоморфизмом. �

Лемма 2. Если полуинтервал [v1, v2) содержит одно
критическое значение, а соответствующая критическая
точка является минимумом, то множество

g−1([v1, v2]) = g−1((−∞, v2]

гомеоморфно трехмерному полудиску

D3
− = {(x, y, z)|x2 + y2 + z2 ≤ 1, z ≤ 0},

а функция g при этом соответствует функции

gh(x, y, z) = z.

Доказательство. Заметим, что в точке минимума поле
градиента grad g направлено вовнутрь области. Тогда най-
дется такая окрестность минимума, в которой для каждой
точки границы поле градиента также направлено вовнутрь
области.
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Рассмотрим вначале случай, когда f−1([v1, v2]) лежит в
этой окрестности. Векторное поле gradf имеет одну осо-
бую точку — источник во множестве f−1([v1, v2]), и поэто-
му оно гомеоморфно 2-диску, который гомеоморфен ниж-
ней полусфере трехмерного полудиска. Зафиксируем этот
гомеоморфизм. Тогда он задает соответствие между тра-
екториями полей градиента функций g и gh. Выбрав го-
меоморфизм между областями значений этих функций в
рассматриваемой окрестности и параметризовав траекто-
рии полей градиента при помощи значений функции, по-
лучим искомый гомеоморфизм. �

Поскольку в седловых критических точках функции f
векторное поле grad g ̸= 0, а его проекция на касательную
плоскость к F — поле gradf = 0, то седловые точки на
поверхности F делятся на два типа:

1) положительные, в которых поле градиента функции
g направлено внутрь области U ;

2) отрицательные, в которых поле градиента функции g
направлено вовне, из области U .

Лемма 3. Предположим, что отрезок (v1, v2) содержит
одно критическое значение, соответствующее положи-
тельной седловой точке, тогда g−1(v2) гомеоморфно

g−1(v1) ∪ h+,
а g−1((−∞, v2]) гомеоморфно

g−1((−∞, v1]) ∪H+.

Здесь h+ — криволинейный 2n-угольник, пересекающийся
с краем ∂g−1(v1) по n сторонам, среди которых нет со-
седних, индекс Пуанкаре критической точки равен n− 1,
и

Inth+ ∩ Intg−1(v1) = ⊘.
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При этом H+ — та полуокрестность h+, которая пересе-
кается с g−1((−∞, v1].

Доказательство. Известно, см. [5], что в окрестности вы-
рожденной седловой точки функция f топологически эк-
вивалентна функции

fn(x, y) = Re(x+ iy)n.

Критический уровень в этой окрестности состоит из объ-
единения n отрезков, у которых одна общая точка — их
общий центр. Этот уровень разбивает окрестность на 2n
сегментов, в половине из которых значение функции боль-
ше критического значения (положительные сегменты), а в
остальных — меньше (отрицательные сегменты). При этом
отрицательные и положительные сегменты чередуются. Бу-
дем рассматривать окрестность критической точки как кри-
волинейный 2n-угольник, вершинами которого являются
точки пересечения границы окрестности с критическим
уровнем. Сторонами будут пересечения сегментов с гра-
ницей. Таким образом, стороны, как и сегменты, делятся
на два типа — положительные и отрицательные, и череду-
ются между собой.

При прохождении критического значения к

f−1((−∞, v2])

добавляется критическая точка вместе со своей окрестно-
стью, т.е. приклеивается криволинейный 2n-угольник по
отрицательным сторонам.

Оставшаяся часть

f−1((−∞, v2]) \ f−1((−∞, v1))

может быть рассмотрена как цилиндр (прямое произведе-
ние на отрезок) над незаклеенной частью границы. Как и
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выше, структура прямого произведения задается при по-
мощи поля градиента. Таким образом, добавление этой ча-
сти не изменяет топологический тип множества

f−1((−∞, v2]).
Проведем итегральные траектории поля grad g в множе-

стве
g−1((−∞, v2]) \ g−1((−∞, v1)).

Они задают отображение построенного 2n-угольника на
приклеиваемый криволинейный 2n-угольник h+ и гомео-
морфизм между оставшимися частями g−1(v1) и g−1(v2).
При этом объединение траекторий между 2n-угольника-
ми будет образовывать множествоH+, которое необходимо
приклеить к g−1((−∞, v1]), чтобы получить g−1((−∞, v1]).
Лемма доказана. �
Следствие 1. Предположим, что отрезок (v1, v2) со-

держит одно крититческое значение, соответствующее
отрицательной седловой точке, тогда эта точка явля-
ется отрицательной для функции −f и к этой функ-
ции применима лемма 2. При этом g−1(v2) гомеоморфно
g−1(v1) \ h−. Здесь h− ⊂ g−1(v1)— двумерный диск, пере-
секающийся с краем ∂g−1(v1) по n дугам из его границ,
где n— индекс Пуанкаре критической точки. Более того,
множество g−1((−∞, v2] гомеоморфно g−1((−∞, v1].

2. Необходимые условия существования
продолжения

Теорема 1. Если существует продолжение функции f
на трехмерную область без критических точек внут-
ри области, то множество седловых критических точек
можно разбить на две части так, что суммы индексов
Пуанкаре критических точек в каждой из частей равны.
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Доказательство. Рассмотрим вначале случай положитель-
ной точки индекса Пуанкаре 1. Тогда при ее прохождении
к краю уровня приклеивается четырехугольник по паре
противоположных сторон, т.е. полоска. Возможны 3 слу-
чаю такой приклейки.

1) к одной компоненте края. В этом случае число ком-
понент уровня не изменяется, а число компонент края уве-
личивается на 1, род компонент не изменяется;

2) к разным компонентам края, но одной компоненте
уровня. В этом случае род этой компоненты уровня увели-
чивается на 1, остальных не изменяется, число компонент
уровня не изменяется, а род компонент края уменьшается
на 1;

3) к разным компонентам уровня. В этом случае число
компонент уровня уменьшается на 1, и число компонент
края также уменьшается на 1, суммарный род компонент
не изменяется.

При прохождении положительной критической точки ин-
декса n происходит приклейка (2n+2)-угольника, что рав-
носильно приклейке n четырехугольников. Таким обра-
зом, происходит n изменений, описанных числа компонент
и суммарного рода, касающихся случаев 1)-3).

При прохождении отрицательной точки происходят об-
ратные изменения. Поскольку при прохождении положи-
тельной точки невозможно уменьшить род или увеличить
число компонент уровня, или уменьшить число компонент
края, не изменяя суммарного рода и числа компонент уров-
ня, то общее число изменений 1)-3), производимых по-
ложительными точками, равно числу обратных измене-
ний, производимых отрицательными точками. Таким об-
разом, суммы индексов Пуанкаре соответствующих точек
равны. �
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Следствие 2. У функции с одним седлом, у которого
индекс Пуанкаре не равен 0, не существует продолжения.

У функции с двумя седлами продолжение существует,
если их индексы равны. Топологическая классификация
таких продолжений получена в работе [3].

Существует функция с тремя седловыми точками ин-
дексов 2, 4, 2, у которой регулярные уровни связные и
которая не имеет продолжения. Для функций Морса все
индексы Пуанкаре седловых точек равны 1. Тем не ме-
нее, существует функция с 4 седлами, лежащими на од-
ном уровне, которая не может быть продолжена внутрь
области. У нее каждая полоса, соответствующая критиче-
ской точке, соединяет пару диаметрально противополож-
ных точек на окружности.

Теорема 2. Пусть функция f имеет критические точ-
ки xji с индексами Пуанкаре pji и критическими значения-
ми vj, которые упорядочены по возростанию; kj — мно-
жество компонент регулярного уровня (окружностей)
функции f между vj и vj + 1. Пусть g— продолжение
функции f на трехмерную область U , Kj — множество
компонент регулярного уровня (поверхностей) между vj
и vj+1, gj — суммарный род этих поверхностей. Тогда су-
ществует такой набор чисел aji ∈ {1,−1}, что для всех
j выполнено равенство∑

m<j+1

ami p
m
i = kj + 2gj − 2Kj + 1,

причем точки с разными знаками попадают в разные ча-
сти, а суммы индексов Пуанкаре критических точек в
каждой из частей равны между собой.
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Доказательство. Предположим, что продолжение суще-
ствует. Тогда припишем положительным седловым точ-
кам значение aji = 1, а отрицательным — aji = −1. Как
и при доказательстве теоремы, рассмотрим прохождение
положительной точки с индексом Пуанкаре 1. Тогда пра-
вая часть равенства в каждом из трех случаев увеличи-
вается на 1. Прохождение точки индекса n равносильно
прохождению n точек индекса 1. В этом случае правая и
левая части равенства увеличиваются на n. При прохожде-
нии отрицательных точек происходит уменьшение правой
и левой частей на одинаковое число. Осталось заметить,
что вначале, до прохождения седловых точек, поверхность
уровня — двухмерный диск (k = 1, K = 1, g = 0), т.е. ра-
венство выполняется (левая и правая части равны 0). Это
завершает доказательство. �

Замечание 1. Если числа kj определяются графом Риба,
то числа gj и Kj зависят еще и от знаков aji . Например,
gj не превышает половины суммы∑

m<j+1

pmi

положительных седловых точек. Kj + 1 не превышает∑
m<j+1

pmi

отрицательных седловых точек.

3. Критерий существования продолжения

Далее рассмотрим функции, у которых на каждом кри-
тическом уровне лежит одна критическая точка. Пусть
zj — произвольные регулярные значения функции такие,
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что
vj < zj < vj+1.

Множество компонент прообразов разобьем на подмно-
жества и каждому такому подмножеству припишем неот-
рицательное целое число, называемое родом подмноже-
ства.

Заметим, что компонентам прообраза соответствуют реб-
ра на графе Риба функции, а критическим точкам xj —
вершины vj. Ориентация ребер графа Риба производится
в соответствии с направлением возрастания функции.

Теорема 3. Пусть f — гладкая функция с изолирован-
ными критическими точками на замкнутой ориентиро-
ванной поверхности F , у которой один локальный мини-
мум и один локальный максимум. Для того, чтобы су-
ществовало вложение e : F → R3 поверхности в трех-
мерное евклидовое пространство, при котором функция
может быть продлена без критических точек на трех-
мерную область U , ∂U = e(F ), необходимо и достаточ-
но, чтобы существовал такой набор чисел aj ∈ {1,−1} и
такое разбиение компонент регулярных уровней функции
f , которые изменяются при переходе через критическую
точку по правилу:

если точке приписано число aj = 1, то при возрас-
тании значений функции все подмножества, у которых
есть елементы, соответствующие ребрам, входящим в
вершину vj, после ее прохождения объединяются в од-
но подмножество. Род его равен сумме родов объединен-
ных подмножест плюс половина суммы индекса Пуанкаре
и общего числа компонент объединяемых подмножеств
за вычетом числа компонент образовавшегося подмноже-
ства и числа объединяемых подмножеств. Если точке
приписано число aj = −1, то выполняется все то же
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самое при убывании значения функции. При этом объеди-
няемым подмножествам будут соответствовать выхо-
дящие из вершины ребра.

Доказательство. Необходимость. Пусть у функции су-
ществует продолжение. Тогда, как и выше, aj = 1 в по-
ложительных точках и aj = −1 в отрицательных. В од-
но подмножество входят те компоненты, которые образу-
ют край одной компоненты поверхности уровня продления
функции.

Рассмотрим положительную седловую точку. Если ее
индекс равен числу объединяемых поверхностей, то об-
разуется одна новая поверхность, род которой равен сум-
ме родов, а число компонент края — сумме чисел компо-
нент в каждом подмножестве минус число подмножеств
плюс один. Если же индекс больше числа поверхностей,
то к объединению поверхностей приклеиваются дополни-
тельные полоски. Каждая такая полоска либо увеличивает
число компонент края на 1, не изменяя рода, либо умень-
шает число компонен на 1, увеличивая при этом род на 1.
Сформулированное правило удовлетворяет всем этим тре-
бованиям.

Достаточность. Построим некоторое трехмерное тело,
гомеоморфное (а значит и диффеоморфное) области U , и
функцию, продолжающую функцию на краю. Будем стро-
ить его последовательно, проходя критические значения
функции от наименьшего к наибольшему. При прохожде-
нии минимума имеем трехмерный полудиск, как и в лемме
2. Далее, при движении к следующему критическому зна-
чению приклеиваем цилиндр D2 × [0, 1]. Если следующая
точка положительная седловая, то приклеиваем H+, как и
в лемме 3, если же отрицательная, то просто переразбива-
ем край полученного объединения, как в следствии. Затем
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снова клеим цилиндр и т.д. В конце приклеиваем верхний
полудиск, отвечающий точке максимума.

На каждом этапе мы получаем трехмерное тело. При-
клейка H+ увеличивает род, остальные приклейки не из-
меняют его топологического типа. В окрестностях крити-
ческих точек функция задается стандартным образом, а
на каждом цилиндре — это проекция на второй сомножи-
тель в сумме с подходящей константой. Сгладив функцию
на границе склеек, получим функцию на трехмерном те-
ле. Взяв композицию диффеоморфизма области на тело
с построенной функцией, получаем искомое продолжение
функции с поверхности на трехмерную область. �

Выводы. В работе исследованы закономерности изме-
нений топологических свойств прообраза функции при про-
хождении критических точек на границе трехмерной обла-
сти.

Получена формула изменения рода и компонент уровня
в зависимости от индекса проходимой точки.

Для функций с одним локальным минимумом, одним
локальным максимумом и у которых разные критические
точки имеют разные значения доказан критерий существо-
вания такого вложения поверхности в R3, что функция
может быть продолжена вовнутрь области, ограниченной
данной поверхностью, без критических точек.

Полученные результаты могут быть применены как в
топологии, так и при решении различных задач матема-
тической физики. Авторы надеются, что полученные ре-
зультаты можна будет обобщить на случай функции с про-
извольным числом локальных минимумов и максимумов,
а также функций, с конечным числом критических точек
на каждом критическом уровне.



86

Список литературы

[1] Кронрод А. С. О функциях двух переменных // Успехи мат.
наук. — 1950. — Т. 5(35). — С. 24–134,

[2] Кудрявцева Е. А. Реализация гладких функций на поверхностях
в виде функций высоты // Матем. сборник. — 1999. — Т. 190,
№ 3. — С. 29–88

[3] Лукова Н. Функцiї без критичних точок на тривимiрних много-
видах з межею // Геометрiя, топологiя та їх застосування: Зб.
праць Iн-ту математики НАН України. — 2004. — Т. 6, № 2. —
С. 417–425.
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Про число топологiчно нееквiвалентних
функцiй з однiєю виродженою критичною
точкою типу сiдла на двовимiрнiй сферi

Кадубовський О. А.

В роботi дослiджуються гладкi функцiї з трьома критичними
значеннями на двовимiрнiй сферi S2, у яких, окрiм M локаль-
них максимумiв i m мiнiмумiв, лише одна (вироджена) критична
точка типу сiдла. Для функцiй iз заданим числом максимумiв
i мiнiмумiв представлено повний топологiчний iнварiант, за до-
помогою якого пiдраховано число топологiчно нееквiвалентних
функцiй iз вказаного класу, що мають вiд одного до чотирьох ло-
кальних мiнiмумiв (або ж максимумiв). У випадку, коли M+m−1
є простим числом, пiдраховано число топологiчно нееквiвалент-
них функцiй iз вказаного класу.

In this paper we consider smooth functions with three critical values
on two-dimensional sphere S2, that possess only one saddle critical
point (possibly degenerate) in addition to M local maxima and m
minima. For the case when the number M + m − 1 is a prime, we
calculate the number of topologically non-equivalent such functions.

Вступ

Нехай (N, ∂N)— гладка поверхня з краєм ∂N (∂N може
бути порожнiм). Позначимо через C∞(N) простiр нескiн-
ченно диференцiйовних функцiй на N з краєм

∂N = ∂−N
∪

∂+N,

всi критичнi точки яких iзольованi та лежать у внутрiшно-
стi N , а на компонентах зв’язностi краю ∂−N (вiдп. ∂+N)
приймають однакове значення a (вiдп. b).

c⃝ Кадубовський О. А., 2010
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Двi функцiї f i g з простору C∞(N) називають то-
пологiчно еквiвалентними, якщо iснують гомеоморфiзми
k : N → N i l : R1 → R1 такi, що

g = l ◦ f ◦ k−1

причому l зберiгає орiєнтацiю.
В подальшому ми завжди будемо вважати, щоN — орiєн-

товна поверхня. Якщо гомеоморфiзм k зберiгає орiєнта-
цiю, функцiї f i g будемо називати O-топологiчно еквiва-
лентними.

Вiдомо [1], що функцiя f ∈ C∞(N) в деякому околi своєї
iзольованої критичної точки x ∈ N , яка не є локальним
екстремумом i у якої топологiчний тип лiнiй рiвня змi-
нюється при переходi через x, неперервною замiною ко-
ординат зводиться до вигляду f = Re zn + c, n ≥ 2. В
подальшому будемо називати її iстотно критичною. Або
до вигляду f = Re z, якщо топологiчний тип лiнiй рiвня
при переходi через x не змiнюється.

Число k iстотно критичних точок xi функцiї f разом
зi значеннями ni (показниками в представленнi f у формi
f = Re zni+ci в околах точок xi) називають топологiчним
сингулярним типом функцiї f .

В роботi [2] дослiджено питання топологiчної класифiка-
цiї функцiй з класу C∞(N) й встановлено, що iснує ли-
ше скiнченне число топологiчно нееквiвалентних функцiй
з фiксованим сингулярним типом. Проте невiдомо скiль-
ки таких класiв еквiвалентностi. В загальному випадку ця
задача виявилась дуже складною i залишається нерозв’я-
заною до цього часу проблемою.

Якщо ж розглянути клас CM,m(Ng) гладких функцiй (з
трьома критичними значеннями на замкненiй орiєнтованiй
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поверхнi Ng роду g ≥ 0) у яких, окрiм M локальних мак-
симумiв i m локальних мiнiмумiв, лише одна (виродже-
на) iстотно критична точка x0 типу сiдла, iндекс Пуанкаре
якої дорiвнює indf(x0) = 1− n, де n = 2g +M +m− 1, то
задача про пiдрахунок числа таких топологiчно нееквiва-
лентних функцiй дещо спрощується.

Так, наприклад, в роботi [1] було встановлено початко-
вi значення числа топологiчно нееквiвалентних функцiй з
класу C1,1(Ng) для поверхонь роду g = 1, 2, 3.

В роботах [5, 6] для функцiй з класу CM,m(Ng) було побу-
довано новий iнварiант та доведено, що число топологiчно
нееквiвалентних функцiй з класу CM,m(Ng) дорiвнює чис-
лу неiзоморфних Dn

M,m-дiаграм з n = 2g−1+M+m хорда-
ми. Зокрема, в [6] за допомогою вказаного iнварiанту для
функцiй з класу C1,1(Ng) поставлена задача розв’язана по-
внiстю (для g ∈ N).

Питання про пiдрахунок числа топологiчно нееквiвалент-
них функцiй з класу CM,m(Ng) при фiксованих M,m i g
досi залишається вiдкритим.

Якщо ж розглянути клас CM,m(N0) = CM,m(S
2), то по-

ставлена задача значно спрощується, тому що для вказа-
них функцiй на сферi число мiнiмумiвM , максимумiвm та
iндекс (1− n) iстотно критичної точки пов’язанi рiвнiстю

M +m− n = 1,

а питання про пiдрахунок числа O-топологiчно (тополо-
гiчно) нееквiвалентних таких функцiй зводиться до питан-
ня про пiдрахунок числа неiзоморфних (нееквiвалентних)
двокольорових Dn

M,m-дiаграм з n =M +m− 1 хордами.
В представленiй роботi наведено формули для пiдрахун-

ку числа топологiчно нееквiвалентних функцiй з класу
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CM,n−M+1(S
2) для довiльного n ≥ 1 та початкових зна-

чень M = 1...4. Крiм того, для простого n i довiльного
M ∈ {1, 2, ..., n} поставлена задача розв’язана повнiстю.

1. Основнi поняття та зауваження

Означення 1. Нехай на площинi задане коло i 2n то-
чок на ньому, якi є вершинами правильного 2n-кутника.
Розiб’ємо цi точки на n пар i з’єднаємо кожну таку па-
ру хордою. Отриману конструкцiю — коло з n хордами на
нiй — називають хордовою дiаграмою з n хордами або, ко-
ротко, n-дiаграмою.

8

7

6
5

4

3

2
1

A B

Рис. 1. Хордова 4-дiаграма

Зауваження 1. Всi n-дiаграми будуються на основi 2n-
шаблону — кола з фiксованою нумерацiєю 2n точок на ньо-
му, якi є вершинами правильного 2n-кутника — рис. 1 (B).

Означення 2. Циклом n-дiаграми будемо називати по-
слiдовнiсть хорд i дуг кола, якi утворюють гомеоморфний
образ орiєнтованого кола, рис. 2.

Означення 3. Родом хордової n-дiаграми з λ циклами
називають цiле додатне число g, яке визначається спiввiд-
ношенням g = n−λ+1

2
. n-Дiаграму роду g = 0 називають

планарною, або ж дiаграмою мiнiмального роду.
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Рис. 2. a) 2-дiаграма з 1 циклом; b) 2-дiа-
грама з 3 циклами

Добре вiдомо, що хордова дiаграма є планарною тодi i
тiльки тодi, коли її хорди не перетинаються.

Означення 4. 2-кольоровою хордовою дiаграмою будемо
називати n-дiаграму, дуги кола якої по черзi розфарбованi
у два кольори (чорний i бiлий) — рис. 3.
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Рис. 3. A— 2-кольорова N -дiаграма; B —
2-кольорова O-дiаграма

Означення 5. 2-кольорову n-дiаграму, яка не мiстить
(мiстить) хорд, що сполучають вершини з номерами од-
накової парностi, будемо називати O-дiаграмою (N-дiа-
грамою) — рис. 3.

Означення 6. b-циклом (w-циклом) 2-кольорової дiагра-
ми називають послiдовнiсть хорд та чорних (бiлих) дуг,
якi утворюють гомеоморфний образ (орiєнтованого) ко-
ла.
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Зауваження 2. Якщо проiгнорувати кольори, то кожен
чорний (бiлий) цикл 2-кольорової O-дiаграми (див. напри-
клад рис. 3B) спiвпадає з вiдповiдним циклом звичайної
дiаграми. Тому природним чином визначається рiд 2-ко-
льорової O-дiаграми, а саме

Означення 7. Нехай λ— сумарне число чорних та бi-
лих циклiв 2-кольорової O-дiаграми з n хордами. Родом
дiаграми будемо називати цiле число g, яке визначаєть-
ся спiввiдношенням

(1.1) g =
1 + n− λ

2
.

Множину O-дiаграм (з n хордами) роду g = 0 позначимо
через L0

n.

Означення 8. O-дiаграму (з n хордами) з M чорними
(бiлими) та m бiлими (чорними) циклами будемо позна-
чати Dn

M,m, а множину всiх таких дiаграм — LnM,m.

Означення 9. Двi хордовi дiаграми (зокрема двокольоро-
вi) називають iзоморфними, якщо їх можна сумiстити
за допомогою повороту на певний кут (наприклад, за го-
динниковою стрiлкою) навколо спiльного центру.

Означення 10. Двi хордовi дiаграми (зокрема двокольо-
ровi) називають еквiвалентними, якщо їх можна сумi-
стити за допомогою дзеркального вiдбиття та (або) по-
вороту на певний кут (за годинниковою стрiлкою) нав-
коло спiльного центру.

Нехай M — пiдмножина класу Ln двокольорових хордо-
вих дiаграм, побудованих на двокольоровому 2n-шаблонi.

З леми Бернсайда та роботи [6] випливає, що число
неiзоморфних двокольорових дiаграм з класу M
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можна обчислити за допомогою формули

(1.2) d∗ =
1

n
·
(
|M |+

∑
i |n, i ̸=n

ϕ
(n
i

)
· p (i, n)

)
, де

|M |— кiлькiсть дiаграм множини M ; ϕ (q)— функцiя Ей-
лера; p (i, n)— число двокольорових дiаграм множини M
(побудованих на шаблонi), якi сумiщаються самi з собою
при поворотi на кут ω = 2π

2n
2i = 2iπ

n
(навколо центру шабло-

на), а пiдсумовування ведеться за всiма дiльниками числа
n за винятком самого n.

Означення 11. Розбиттям πk,n множини

[n] = {1, 2, ..., n− 1, n}

(partition of [n] with k blocks) називають сукупнiсть k непо-
рожнiх пiдмножин π1, π2, ...πk множини [n], якi попарно
не перетинаються i об’єднання яких становить [n]. Пiд-
множини πi називають блоками або ж частинами πk,n.
Через NCPn позначимо всi розбиття множини [n].

Розбиття πk,n множини [n] = {1, 2, ..., n} подають у вигля-
дi π = π1/π2/.../πk та вважають, що всерединi кожного
блоку елементи розташованi в порядку зростання, а самi
блоки розташовуються в порядку зростання їх мiнiмаль-
них елементiв.

Означення 12. Розбиття πk,n називають без самопере-
тинiв (non-crossing partition) або ж планарним, якщо не
iснує елементiв a < b < c < d, з яких a i c— в одному,
а b i d— в iншому блоцi. Множину таких πk,n позначимо
через NCPk,n.
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2. Бiєктивнiсть класiв LM+m−1
M,m та NCPM,M+m−1

Якщо зафiксувати шаблон — коло та n точок на ньому
(що є вершинами правильного n-кутника), занумерувати
їх, наприклад, за годинниковою стрiлкою числами вiд 1 до
n, то кожному, зокрема планарному, розбиттю можна по-
ставити у вiдповiднiсть кругову дiаграму — 4-граф, який
в загальному випадку мiстить iзольованi вершини (петлi)
та подвiйнi ребра. Зауважимо, що планарним розбиттям
вiдповiдають круговi дiаграми, що не мiстять хорд (дуг)
якi перетинаються. Не важко бачити, що якщо кожну з

Рис. 1. A— Представлення планарного роз-
биття π = (1, 2)(3, 4, 10)(5, 6, 7, 9)(8) на кру-
говiй дiаграмi з 10 вершинами;
B — двокольорова O-дiаграма роду 0, яка
побудована на двокольоровому 2n-шаблонi
(n = 10) та вiдповiдає розбиттю π

n точок на круговiй дiаграмi-шаблонi представлення пла-
нарного розбиття πk,n «розширити» до чорної дуги (дiючи
в напрямку iз середини до зовнiшностi), то одержимо 2-
кольорову O-дiаграму саме з n хордами, яка має точно k
чорних циклiв, та не має хорд, що перетинаються.

I навпаки, кожнiй дiаграмi з класу LM+m−1
M,m вiдповiдає

єдине представлення (на круговiй дiаграмi-шаблонi з

n =M +m− 1
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точками) планарного розбиття πM,n ∈ NCPM,n

Таким чином, встановлено бiєкцiю мiж елементами мно-
жин LM+m−1

M,m та NCPM,M+m−1.
В подальшому множину дiаграм з класу LM+m−1

M,m будемо
позначати ℑM,n (n =M +m− 1) або ж ℑk,n.

3. Неiзоморфнi O-дiаграми мiнiмального роду з
фiксованим числом чорних (або бiлих) циклiв

Використовуючи результати роботи [3], в якiй дослiд-
жувались розбиття з множини NCPn, неважко встанови-
ти, що число p∗n неiзоморфних дiаграм з класу L0

n можна
обчислити за допомогою спiввiдношення

(3.1) p∗n =
1

n

(
1

n+ 1
· Cn

2n +
∑

i̸=n, i|n

ϕ
(n
i

)
· Ci

2i

)
.

В загальному випадку — при фiксованих n, M i m (якi
задовольняють умовуM+m−n = 1) — задача про пiдраху-
нок числа неiзоморфних дiаграм з класу LnM,n+1−M (ℑM,n)
є нерозв’язаною.

Якщо ж обмежитися розглядом лише початкових зна-
чень M ∈ {1, 2, 3, 4} (або ж M ∈ {n, n− 1, n− 2, n− 3}), то
результати є цiлком досяжними й одержанi в данiй роботi.

Введемо далi такi позначення:
Pk,n — число дiаграм з класу ℑk,n (побудованих на шаб-
лонi); P ∗

k,n — число неiзоморфних дiаграм з класу ℑk,n.
Оскiльки iснує бiєкцiя мiж елементами множин NCPk,n

та ℑk,n, то має мiсце твердження.
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Лема 1. Число двокольорових дiаграм з класу ℑk,n (по-
будованих на шаблонi) спiвпадає з числом Нараяна Pk,n

(3.2) Pk,n = N(k, n) =
1

n
Ck
n · Ck−1

n .

Наслiдок 1. Справедливими є наступнi спiввiдношення

(3.3) Pk,n = Pn−k+1,n,

(3.4) P ∗
k,n = P ∗

n−k+1,n.

Бiльш повну iнформацiю можна знайти, наприклад в
[4].

3.1. Число неiзоморфних дiаграм з класiв ℑ1,n та
ℑ2,n. В роботi [7] встановлено справедливiсть таких твер-
джень.
Твердження 1. P ∗

1,n = 1.
Твердження 2. Число неiзоморфних дiаграм з класу ℑ2,n

можна обчислити за допомогою спiввiдношень

P ∗
2,n =

1

n

(
1

n
C2
nC

1
n + p (2, n)

)
, де p (2, n) =

{
0, n ̸= 2m
n
2
, n = 2m.

3.2. Число неiзоморфних дiаграм з класу ℑ3,n.
Лема 2. Число неiзоморфних дiаграм з класу ℑ3,n можна
обчислити за допомогою наступних спiввiдношень

P ∗
3,n =

1

n

(
1

n
C3
nC

2
n + p (3, n)

)
,

де

(3.5) p (3, n) =


0, n = 6m± 1

1
4
n(n− 2), n = 6m± 2

2
3
n, n = 6m± 3

1
12
n(3n+ 2), n = 6m.
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Доведення. Всi дiаграми з класу ℑ3,n вичерпуються дiа-
грамами двох типiв, позначених на рис. 1 як перший i дру-
гий. Першi характеризуються наявнiстю одного «3-дуж-
ника» та (n− 3)-х простих циклiв, другi — наявнiстю двох
«2-дужникiв», якi не перетинаються та (n − 4)-х простих
циклiв.

1 2

Рис. 1. Всi можливi типи дiаграм з класу ℑ3,n

Позначимо через An i Bn кiлькiсть дiаграм з класу ℑ3,n

(побудованих на шаблонi) першого i другого типу вiдпо-
вiдно.

Нехай далi A∗
n (B∗

n) — число неiзоморфних дiаграм пер-
шого (другого) типу. Тодi очевидно, що P ∗

3,n = A∗
n +B∗

n.
Обчислимо окремо число неiзоморфних дiаграм кожно-

го з двох можливих типiв. Неважко бачити, що An = C3
n,

Bn = 2C4
n. Крiм того, справджується рiвнiсть

(3.6) An +Bn = C3
n + 2C4

n =
1

n
C3
nC

2
n.

Дiаграми першого типу, якi сумiщаються самi з собою при
поворотi на кут ω = 2π

2n
·2i, i = 1, ..., n−1 (за годинниковою

стрiлкою) є такими, що 3-дужник також переходить у себе.
Це можливо лише за умови коли n дiлиться на 3, а поворот
здiйснюється на кут, кратний куту ω = 2π

3
(при i = n

3
).

Тому загальна кiлькiсть дiаграм першого типу, якi само
сумiщаються при поворотi на кут, кратний 2π

3
, становить
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An,n
3
= ϕ (3) · an,3, де

(3.7) an,3 =

{
0, n ̸= 3k
1
3
n, n = 3k.

Тодi за лемою Бернсайда число неiзоморфних дiаграм
першого типу можна обчислити за допомогою спiввiдно-
шень

A∗
n =

1

n

(
C3
n + 2 · an,3

)
=

{
1
n
C3
n, n ̸= 3k

1
n
C3
n +

2
3

n = 3k.

Дiаграми другого типу, якi сумiщаються самi з собою
при поворотi на кут ω = 2π

2n
·2i, i = 1, ..., n−1, є такими, що

2-дужники переходять один в iнший. Це можливо лише за
умови коли n дiлиться на 2, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π (при i = n

2
). Тому загальна кiлькiсть

дiаграм другого типу, якi сумiщаються самi з собою при
поворотi на кут, кратний π, становить Bn,n

2
= ϕ (2) · bn,2, де

(3.8)
bn,2 =

{
0, n ̸= 2l
1
2

(
C2
n − n

2

)
, n = 2l

=

{
0, n ̸= 2l
n(n−2)

4
, n = 2l.

I тому за лемою Бернсайда число неiзоморфних дiаграм
другого типу можна обчислити за допомогою спiввiдно-
шень

B∗
n =

1

n

(
2C4

n + bn,3
)
=

{
2
n
C4
n, n ̸= 2l

2
n
C4
n +

1
4
(n− 2), n = 2l.

Оскiльки

P ∗
3,n = A∗

n +B∗
n =

1

n

((
C3
n + 2C4

n

)
+ (2 · an,3 + bn,2)

)
,

то, з урахуванням (3.6)–(3.8), маємо (3.5). �
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3.3. Число неiзоморфних дiаграм з класу ℑ4,n.
Лема 3. Число неiзоморфних дiаграм з класу ℑ4,n можна
обчислити за допомогою наступних спiввiдношень:

P ∗
4,n =

1

n

(
1

n
C4
n · C3

n + p (4, n)

)
,

p (4, n) =

(3.9)

=



0, n = 6m± 1

1
16
n (n− 2)2 , n = 12m± 2

2
9
n (n− 3) , n = 12m± 3

1
16
n ((n− 2)2 + 8) , n = 12m± 4

1
144
n (9(n− 2)2 + 32(n− 3)) , n = 12m± 6

1
144
n (9(n− 2)2 + 32(n− 3) + 72) , n = 12m.

Доведення. Всi дiаграми з класу ℑ4,n вичерпуються дiа-
грамами чотирьох типiв, позначених на рис. 2 як перший,
другий, третiй i четвертий: першi характеризуються на-
явнiстю одного «4-дужника» та (n − 4)-х простих циклiв;
другi— наявнiстю одного «3-дужника», одного «2-дужни-
ка» та (n− 5)-ти простих циклiв; третi— наявнiстю трьох
«2-дужникiв» (кожнi два з яких розташованi по рiзнi бо-
ки вiд третього), та (n− 6)-ти простих циклiв; четвертi—
наявнiстю трьох «2-дужникiв» (кожнi два з яких розташо-
ванi по один бiк вiд третього), та (n−6)-ти простих циклiв.
Позначимо через An, Bn, En i Fn кiлькiсть дiаграм з класу
ℑ4,n (побудованих на шаблонi) першого, другого, третього
i четвертого типу вiдповiдно.

Нехай далi A∗
n, B

∗
n, E

∗
n i F ∗

n — число неiзоморфних дiа-
грам першого, другого, третього i четвертого типу вiдпо-
вiдно. Тодi P ∗

4,n = A∗
n +B∗

n + E∗
n + F ∗

n .
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1 2 3 4

Рис. 2. Всi 4 можливi типи дiаграм з класу ℑ4,n

Обчислимо окремо число неiзоморфних дiаграм кожно-
го з чотирьох можливих типiв.

Очевидно, що An = C4
n, Bn = 5C5

n, En = 3C6
n, Fn = 2C6

n.
Крiм того, справджується рiвнiсть

(3.10) C4
n + 5C5

n + 5C6
n =

1

n
· C4

nC
3
n

Дiаграми першого типу, якi сумiщаються самi з собою
при поворотi на кут ω = 2π

2n
· 2i, i = 1, ..., n− 1, (за годин-

никовою стрiлкою) є такими, що 4-дужник також перехо-
дить у себе. Це можливо лише за умови коли n дiлиться
на 2 або ж на 4, а поворот здiйснюється на кут, кратний
куту ω = π (при i = n

2
), або ж на кут, кратний куту ω = π

2
(при i = n

4
) вiдповiдно. Загальна кiлькiсть дiаграм першо-

го типу, якi сумiщаються самi з собою при поворотi на кут,
кратний π

2
становить An,n

4
= ϕ (4) · an,4, де

(3.11) an,4 =

{
0, n ̸= 4l
1
4
n, n = 4l.
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Загальна кiлькiсть дiаграм першого типу, якi сумiща-
ються самi з собою при поворотi на кут, кратний π, стано-
вить An,n

2
= ϕ (2) · an,2, де

(3.12)

an,2 =

{
0, n ̸= 2l

1
4

(
C2
n − n

2

)
, n = 2l

=

{
0, n ̸= 2l

n(n−2)
8

, n = 2l.

Тому число неiзоморфних дiаграм першого типу можна
обчислити за допомогою спiввiдношень

A∗
n =

1

n

(
C4
n + 2 · an,4 + an,2

)
=


1
n
C4
n, n ̸= 2l

1
n
C4
n +

n
8
(n− 2) , n = 4l ± 2

1
n
C4
n +

n
8
(n+ 2) , n = 4l.

Оскiльки серед дiаграм другого типу немає таких, що
сумiщаються самi з собою при поворотi на певний кут ω =
2π
2n
· 2i, i = 1, ..., n− 1 (за годинниковою стрiлкою), то B∗

n =
5
n
· C5

n

Дiаграми третього типу, якi сумiщаються самi з собою
при поворотi на кут ω = 2π

2n
·2i, i = 1, ..., n−1 (за годинни-

ковою стрiлкою), є такими, що два 2-дужники переходять
один в iнший, третiй сам у себе. Це можливо лише за умо-
ви коли n дiлиться на 2, дуги одного з 2-дужникiв є дiа-
метрально протилежними, а поворот здiйснюється на кут,
кратний куту ω = π (при i = n

2
). Тому загальна кiлькiсть

дiаграм третього типу, якi сумiщаються самi з собою при
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поворотi на кут, кратний π, становить En,n
2
= ϕ (2) ·en,2, де

(3.13)
en,2 =

{
0, n ̸= 2l
n
2
C2

n−2
2

, n = 2l

=

{
0, n ̸= 2l
n
16
(n− 2) (n− 4) , n = 2l.

Отже, число неiзоморфних дiаграм третього типу мож-
на обчислити за допомогою спiввiдношень

E∗
n =

1

n

(
3C6

n + en,2
)

=

{
1
n
3C6

n, n ̸= 2l

1
n
3C6

n +
1
16
(n− 2) (n− 4) , n = 2l.

Дiаграми четвертого типу, якi сумiщаються самi з собою
при поворотi на кут ω = 2π

2n
·2i, i = 1, ..., n−1 (за годинни-

ковою стрiлкою), є такими, що три 2-дужники переходять
один в iнший. Це можливо лише за умови коли n дiлиться
на 3, а поворот здiйснюється на кут, кратний куту ω = 2π

3
(при i = n

3
). Тому загальна кiлькiсть дiаграм четвертого

типу, якi сумiщаються самi з собою при поворотi на кут
кратний 2π

3
становить Fn,n

3
= ϕ (3) · fn,3, де

(3.14)

fn,3 =

{
0, n ̸= 3l,

1
3
n ·
(
n
3
− 1
)
, n = 3l

=

{
0, n ̸= 3l,

n(n−3)
9

, n = 3l.

I тому

F ∗
n =

1

n
·
(
2C6

n + 2fn,3
)
=

{
1
n
· 2C6

n, n ̸= 3l

1
n
· 2C6

n +
2
9
(n− 3), n = 3l.
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З iншого боку, оскiльки

P ∗
4,n =

1

n

(
C4
n + 2an,4 + an,2

)
+

+
5

n
C5
n +

1

n

(
3C6

n + en,2
)
+

1

n

(
2C6

n + 2fn,3
)
=

=
1

n

(
1

n
C4
nC

3
n + (2 · an,4 + an,2 + en,2 + 2fn,3)

)
,

то, з урахуванням (3.10) — (3.14), маємо (3.9). �

3.4. Число неiзоморфних дiаграм з класу ℑk,n у ви-
падку простого n. Оскiльки |ℑk,n| = 1

n
Ck
n ·Ck−1

n , то фор-
мулу (1.2) для простого n можна подати у виглядi

(3.15) P ∗
k,n =

1

n

(
1

n
Ck
n · Ck−1

n + (n− 1) · p (k, n, 1)
)
,

де p (k, n, 1)— число дiаграм з класу ℑk,n (побудованих на
шаблонi), якi сумiщаються самi з собою при поворотi на
кут ω = 2π

n
.

Якщо k = 1 (або k = n), то p (k, n, 1) = 1, тобу що iснує
єдина дiаграма на шаблонi, яка сумiщається сама з собою
при поворотi на кут ω = 2π/n— рис. 3.

Рис. 3. Єдина дiаграма з класу ℑ1,6, яка су-
мiщається сама з собою при поворотi на кут
ω = 2π

6

В iнших випадках p (k, n, 1) = 0. Тому має мiсце лема.
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Лема 4. Для простого n число неiзоморфних дiаграм з
класу ℑk,n може бути обчислене за допомогою спiввiдно-
шень

(3.16) P ∗
k,n =

{
1
n2C

k
nC

k−1
n + n−1

n
, k = 1;n,

1
n2C

k
nC

k−1
n , k ̸= 1;n.

Наслiдок 2. Для простого n число O-топологiчно нееквi-
валентних функцiй з класу Ck,n+1−k(S

2) можна обчисли-
ти за допомогою спiввiдношення (3.16).

3.5. Число нееквiвалентних дiаграм з класу ℑk,n. За
лемою Бернсайда число нееквiвалентних дiаграм з класу
ℑk,n може бути обчислене за допомогою спiввiдношень

P ∗∗
k,n =

1

2

(
P ∗
k,n +

1

n
· Psym

)
,

де Psym — загальна кiлькiсть симетричних дiаграм з ℑk,n,
тобто дiаграм, якi є симетричними вiдносно однiєї з осей
симетрiї двокольорового 2n-шаблону. Причому

Psym =

{
n · p0(n, k), n = 2m± 1
n
2
· (p1(n, k) + p2(n, k)) , n = 2m,

де p0(n, k)— число дiаграм з ℑk,n, симетричних вiдносно
фiксованої осi симетрiї, що проходить через середини дiа-
метрально протилежних чорної та бiлої дуг шаблону, а
p1(n, k) (p2(n, k) ) — число дiаграм з ℑk,n, симетричних вiд-
носно фiксованої осi симетрiї, що проходить через середи-
ни дiаметрально протилежних чорних (бiлих) дуг шабло-
ну.

Добре вiдомо (див. напр. [4]), що iснує бiєкцiя мiж еле-
ментами множини NCPk,n (а тому i ℑk,n) та елементами
множини, вiдомими як «Dyck n-paths with exactly k peaks».
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Крiм того, як випливає з робiт [3, 8], величина

T (n, k) =
1

n
· Psym

спiвпадає з числом об’єктiв, вiдомих як «symmetric Dyck
paths of semi-length n with k peaks». Зокрема в [8] показано,
що

(3.17) T (n, k) = C
[ k−1

2 ]
[n−1

2 ]
· C⌈

k−1
2 ⌉

⌈n−1
2 ⌉

,

де [·]— цiла частина числа, а ⌈·⌉— функцiя «стеля» — округ-
лення до найближчого бiльшого цiлого числа.

Таким чином, має мiсце твердження.

Лема 5. Число нееквiвалентних дiаграм з класу ℑk,n мо-
же бути обчислене за допомогою спiввiдношення

(3.18) P ∗∗
k,n =

1

2

(
P ∗
k,n + C

[ k−1
2 ]

[n−1
2 ]
· C⌈

k−1
2 ⌉

⌈n−1
2 ⌉

)
.

Наслiдок 3. Число топологiчно нееквiвалентних функ-
цiй з класу Ck,n+1−k(S

2) можна обчислити за допомогою
спiввiдношення (3.18).

Висновки

В данiй роботi встановлено критерiй топологiчної еквi-
валентностi функцiй з класу CM,m(S

2) в термiнах двоко-
льорових O-дiаграм мiнiмального роду з n = m +M − 1
хордами, якi мають M (або m) циклiв певного кольору.
За допомогою таких дiаграм вдалося встановити формули
для пiдрахунку числа топологiчно нееквiвалентних функ-
цiй з класу CM,n−M+1(S

2) для довiльного n ≥ 1 та почат-
кових M = 1; 2; 3; 4 або ж M = n;n− 1;n− 2;n− 4.

Крiм того, для простого n i довiльного M ∈ {1, 2, ..., n}
поставлена задача розв’язана повнiстю.
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n\k 1 2 3 4 5 6 7 8
2 1 1
3 1 1 1
4 1 2 2 1
5 1 2 4 2 1
6 1 3 10 10 3 1
7 1 3 15 25 15 3 1
8 1 4 26 64 64 26 4 1

Табл. 1. Початковi значення числа O-топо-
логiчно нееквiвалентних функцiй з класу
Ck,n+1−k(S

2)

n\k 1 2 3 4 5 6 7 8
2 1 1
3 1 1 1
4 1 2 2 1
5 1 2 4 2 1
6 1 3 8 8 3 1
7 1 3 12 17 12 3 1
8 1 4 19 41 41 19 4 1

Табл. 2. Початковi значення числа тополо-
гiчно нееквiвалентних функцiй з класу
Ck,n+1−k(S

2)

На думку автора, дослiдження в цьому напрямку доцiль-
но продовжити, узагальнивши одержанi результати для
довiльного n i кожного M ∈ {1, 2, ..., n}. Одержанi в роботi
результати можуть бути ефективно використанi при пiд-
рахунку числа нееквiвалентних об’єктiв, вiдомих як «non-
crossing partition of [n] with k blocks».
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Класифiкацiя квадратичних та кубiчних
комплексних полiномiв

Юрчук I.А.

В роботi проведена класифiкацiя квадратичних та кубiчних ком-
плексних полiномiв з точнiстю до топологiчної еквiвалентностi та
спряженостi.

Let P : C → C be a complex polynomial degree n (we will consider
cases n = 2, 3). We study necessary and sufficient conditions for the
polynomials to be topologically equivalent and conjugate.

Вступ

Вперше задача топологiчної класифiкацiї комплексних
полiномiв була сформульована в 19 ст. А. Гурвицем (1891)
та iн. З розвитком математики виникло декiлька рiзних
пiдходiв до розв’язання даної задачi, основними є: вивчен-
ня дiї групи кiс на деякому комбiнаторному об’єктi (как-
тусi) [1, 2, 5, 4], класифiкацiя розгалужених покриттiв дво-
вимiрної сфери, (доведено, що мiж полiномами та покрит-
тями iснує взаємнооднозначна вiдповiднiсть), i третiй, на
даному етапi найперспективнiший, — пiдхiд В. Арнольда
до класифiкацiї комплексних полiномiв за допомогою вi-
дображення Ляшко-Лойєнгi в теорiї особливостей та ал-
гебраїчнiй геометрiї [7].

В данiй роботi ми розв’язуємо двi задачi: пiдрахунок
числа топологiчно нееквiвалентних квадратичних та кубiч-
них комплексних полiномiв за iнварiантом, що побудова-
ний в роботi О. Звонкiна [2], та знаходження необхiдних
та достатнiх умов на коефiцiєнти при змiнних полiному,

c⃝ Юрчук I. А., 2010
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за яких квадратичнi (кубiчнi) комплекснi полiноми будуть
топологiчно спряженими.

Зауважимо, що роботи О. Звонкiна [2, 5] належать до
першого з вище вказаних пiдходiв. Автор фiксує число
критичних значень полiнома i проводить класифiкацiю в
межах розглядуваного класу, ми ж фiксуємо степiнь (квад-
ратичнi або кубiчнi) i серед полiномiв даного степеня про-
водимо топологiчну класифiкацiю.

1. Основнi поняття

Нехай P : C→ C деякий комплексний полiном, тобто

P (z) = zn + a1z
n−1 + a2z

n−2 + . . .+ an,

де ai ∈ C. Точка z ∈ C називається критичною, якщо
P ′(z) = 0, а значення w = P (z) полiнома в критичнiй точцi
z назвемо критичним значенням.

Скажемо, що критична точка z ∈ C має порядок k, якщо

P ′(z) = P ′′(z) = . . . = P (k−1)(z) = 0, P (k)(z) ̸= 0.

Оскiльки, P ′(z) - це полiном степеня (n − 1), то полiном
P (z) має (n− 1) критичну точку та стiльки ж критичних
значень, серед яких можуть бути такi, що спiвпадають.
Наприклад, розглянемо P1(z) = z3 та P2(z) = z5 + i, для
кожного з них множина критичних точок складається з
z = 0, проте, зрозумiло, що для першого випадку крат-
нiсть z = 0 дорiвнює трьом, а у другому — п’яти. Данi
полiноми є рiзними з точки зору топологiчної еквiвалент-
ностi.

Два полiноми P,Q : C → C називаються топологiчно
еквiвалентними (спряженими), якщо iснують гомеомор-
фiзми h1 : C→ C та h2 : C→ C (гомеоморфiзм h : C→ C),
що зберiгають орiєнтацiю, такi, що P = h−1

2 ◦Q◦h1 (такий,
що P = h−1 ◦Q ◦ h).
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Якщо f(z)— деяка функцiя комплексної змiнної, то мо-
дуль її похiдної |f ′(z)| геометрично означає коефiцiєнт роз-
тягу довжин дуг в точцi z при вiдображеннi f .

Число z0 називається нулем полiному, якщо P (z0) = 0.
Нагадаємо фундаментальну теорему алгебри.

Теорема 1. [3, ст.22]. Кожний полiном P (z) =
n∑
k=0

akz
k

степеня n має єдине представлення у виглядi

P (z) = c
n∏
k=1

(z − zk),

де c – константа вiдмiнна вiд нуля, а числа zk — нулi полi-
нома P .

2. Топологiчна еквiвалентнiсть

Для розглядуваного класу полiномiв, кiлькiсть критич-
них значень не бiльше 2. Наведемо конструкцiю, яка дасть
змогу класифiкувати квадратичнi та кубiчнi комплекснi
полiноми з точнiстю до топологiчної еквiвалентностi [2, 3].

Нехай P : Z → W — комплексний полiном степеня n,
де Z,W — комплекснi площини. Розглянемо довiльнi ком-
плекснi числа c0, c1 ∈ W та з’єднаємо їх прямолiнiйним
вiдрiзком в W , який позначимо через s(c0, c1). Якщо при-
пустити, що s(c0, c1) не мiстить жодного критичного зна-
чення полiному P , то P−1(s(c0, c1)) ⊂ Z є незв’язним об’єд-
нанням n рiзних множин площини Z, кожна з яких гомео-
морфна вiдрiзку (необов’язково прямолiнiйному). У ви-
падку, коли s(c0, c1) не мiстить жодного критичного зна-
чення, а один з кiнцiв або обидва є критичними,

P−1(s(c0, c1)) ⊂ Z
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має менше нiж n компонент зв’язностi (виникають склей-
ки вiдрiзко-подiбних множин). Пофарбувавши точки c0 та
c1 у рiзнi кольори, множина P−1(s(c0, c1)) ⊂ Z буде го-
меоморфною двоколiрному планарному дереву (iнцидент-
нi вершини мають рiзнi кольори). Теорема 1.1. [2] ствер-
джує, що мiж множиною плоских двоколiрних дерев та
класами топологiчно еквiвалентних полiномiв, що мають
не бiльше нiж два критичних значення, iснує взаємно од-
нозначна вiдповiднiсть.

Випадок 1. P (z) = az2 + bz + c, де a ̸= 0 i a, b, c ∈ C.
Обчислимо P ′(z) = 2az + b i знайдемо точки z для яких
P ′(z) = 0, отже це єдина критична точка z = − b

2a
крат-

ностi 2. Покладемо c0 = P (− b
2a
), яке буде єдиним критич-

ним значенням, а в ролi c1 вiзьмемо довiльне регулярне
значення, що не дорiвнює c0. P−1(s(c0, c1)) гомеоморфна
планарному дереву з двома вершинами валентностi 1 та
однiєю вершиною валентностi 2 (рис.1).

Рис. 2.1. Двоколiрне дерево, що вiдповiдає
квадратичному полiному.

Конструкцiя, яка зображена на рисунку 1, єдино можли-
ва, а це означає, що всi квадратичнi комплекснi полiноми
є топологiчно еквiвалентними.

Випадок 2. P (z) = az3+bz2+cz+d, де a ̸= 0 i a, b, c, d ∈ C.
Аналогiчно, обчислимо P ′(z) = 3az2 + 2bz + c та знайдемо
z для яких P ′(z) = 0, оскiльки ми отримали квадратичний
полiном, то можливо два випадки:

(i) якщо b2 − 3ac = 0, то iснує єдина критична точка
z = − b

3a
кратностi 3 (P ′′(z) = 6az+2b i P ′′′(z) = 6a);
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(ii) якщо b2 − 3ac ̸= 0, то iснує двi рiзних критичних
точки z1,2 = −2b±2

√
b2−3ac

3a
, кожна з яких має крат-

нiсть 2.
По аналогiї з випадком квадратичного полiному, побу-

дуємо топологiчний iнварiант – двоколiрне дерево для ку-
бiчного полiному, враховуючи наступнi зауваження: у ви-
падку (i) покладемо c0 = P

(
− b

3a

)
, а c1 = z′, де z′ таке,

що z′ ̸= P
(
− b

3a

)
, а у випадку (ii) — c0 = P

(−2b−2
√
b2−3ac

3a

)
, а

c1 = P
(−2b+2

√
b2−3ac

3a

)
.

Рис. 2.2. Двоколiрнi дерева, що вiдповiда-
ють кубiчним полiномам

Отже, iснує два класи топологiчно еквiвалентних кубiч-
них комплексних полiномiв.

3. Топологiчна спряженiсть

Класифiкацiю з точнiстю до топологiчної спряженостi
комплексних полiномiв степеня 1 можна знайти в [6].

Квадратичнi комплекснi полiноми. Нехай

P (z) = az2 + bz + c,

де a, b, c ∈ C, a ̸= 0.
Знайдемо умови на коефiцiєнти полiному за яких вiн бу-

де мати рiзнi топологiчнi характеристики – кiлькiсть неру-
хомих точок (розв’язкiв рiвнянь P (z) = z) та набори кри-
тичних точок, врахованих з їх порядками.
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Оскiльки P ′(z) = 2az + b, то iснує точка z∗ = − b
2a

така,
що P ′(z∗) = 0 i P ′′(z∗) ̸= 0.

Розглянемо множину точок |z − z∗| = 1, де z ∈ C, та
запишемо

|P ′(z)| = |2az + b| =
∣∣2a(z + b

2a
)
∣∣ =

= |2a|
∣∣z − (− b

2a
)
∣∣ = 2|a||z − z∗|, a ̸= 0.

Тому, при |a| < 1
2

вiдбувається стиск (образом одиничного
кола буде коло меншого радiуса), а при |a| > 1

2
– розтяг. У

випадку, коли |a| = 1
2

– коло вiдображається саме в себе.
Наступний крок – це знаходження нерухомих точок в

залежностi вiд коефiцiєнтiв полiному. Розв’яжемо рiвнян-
ня P (z) = z. Запишемо az2 + bz + c = z, звiдки

az2 + (b− 1)z + c = 0.

Розглянемо випадки:

Випадок 1: Якщо D = (b − 1)2 − 4ac = 1, то у вiдобра-
ження P (z) є двi рiзнi нерухомi точки ẑ1 = −b

2a
та ẑ2 = −b+2

2a
,

причому ẑ1 = z∗ = − b
2a

. Вiдмiтимо також, що для рiвнянь
P (z) = ẑ1 та P (z) = ẑ2 iснують ще два розв’язки – z̃1 та z̃2
такi, що z̃2 ∈ C, P (z̃1) = ẑ1, P (z̃2) = ẑ2 i z̃1 ̸= ẑ1, z̃2 ̸= ẑ2.

Випадок 2: Якщо D = (b − 1)2 − 4ac ̸= 0 i D ̸= 1, то у
P (z) є двi рiзнi нерухомi точки ẑ1,2 = −b+1±

√
D

2a
. Знову, для

кожного з рiвнянь P (z) = ẑ1 та P (z) = ẑ2, крiм ẑ1 та ẑ2,
iснують z̃1 та z̃2 такi, що z̃1, z̃2 ∈ C, P (z̃1) = ẑ1 i P (z̃2) = ẑ2.

Випадок 3: Якщо D = (b− 1)2 − 4ac = 0, то iснує єдина
нерухома точка вiдображення P (z), причому ẑ = −b+1

2a
. За-

уважимо, що ẑ ̸= z∗ = − b
2a

, якими б не були коефiцiєнти
a та b (за умовою a ̸= 0). Проте, у випадку, коли b− 1 = 0
та c = 0 нерухома точка має кратнiсть 2.
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Кубiчнi комплекснi полiноми. Нехай

P (z) = az3 + bz2 + cz + d,

де a, b, c, d ∈ C, a ̸= 0. Тодi

P ′(z) = 3az2 + 2bz + c, P ′′(z) = 6az + 2b.

При знаходженнi критичних точок (P ′(z) = 0) розглянемо
два випадки:

(3.1) D = 4(b2 − 3ac) = 0 або b2 = 3ac,

та

(3.2) D = 4(b2 − 3ac) ̸= 0 або b2 ̸= 3ac.

Випадок 1. Якщо виконується (3.1), то iснує єдина точ-
ка z∗ = − b

3a
така, що P ′′(z∗) = 0, P ′′′(z∗) ̸= 0. Оскiльки

P ′(z) є квадратичним полiномом, а z∗ = − b
3a

є його нулем,
то згiдно теореми 1 P ′(z) можна представити у виглядi
P ′(z) = 3a(z+ b

3a
)2. Розглянемо множину точок |z−z∗| = 1,

де z ∈ C, та запишемо

|P ′(z)| =
∣∣3a(z + b

3a
)2
∣∣ = 3|a|

∣∣z + b
3a

∣∣2 = 3|a||z − z∗|2, a ̸= 0.

Тому, при |a| < 1
3

вiдбувається стиск, |a| > 1
3

– розтяг, а
при |a| = 1

3
– коло вiдображається саме в себе.

Випадок 2. Якщо виконується (3.2), то iснують точки

z∗1,2 =
−2b±

√
D

6a
=
−b±

√
b2 − 3ac

3a

такi, що P ′(z∗1,2) ̸= 0. Оскiльки, P ′(z) є квадратичним полi-
номом, а точки z∗1,2 є його нулями, то згiдно теореми 1 P ′(z)
можна представити у виглядi P ′(z) = 3a(z − z∗1)(z − z∗2) та
розглянувши множини точок |z − z∗1 | = 1 та |z − z∗2 | = 1,
де z ∈ C, при |a| < 1

3
вiдбувається стиск, |a| > 1

3
– розтяг,

а при |a| = 1
3

– коло вiдображається саме в себе.
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Розв’яжемо рiвняння P (z) = z, тобто

az3 + bz2 + cz + d = z,

звiдки az3+bz2+(c−1)z+d = 0. Вiдомо, що нулi кубiчних
рiвнянь знаходять за допомогою формул Кардано. Вико-
нуючи замiну z = z′ − b

3a
, отримаємо полiном

az′3 + c′z′ + d′ = 0,

де c′ = c − b2

3a
− 1, d′ = 2b3+9b(1−c)+27a2d

27a2
. За умовою a ̸= 0,

запишемо еквiвалентне рiвняння

(3.3) z′3 + c′′z′ + d′′ = 0,

де c′′ = 3a(c−1)−b2
3a2

, d′′ = 2b3+9b(1−c)+27a2d
27a3

. У випадку, коли

(3.4) D∗ =

(
c′′

3

)3

+

(
d′′

2

)2

̸= 0

полiном має три рiзних нуля. Якщо ж

(3.5) D∗ =

(
c′′

3

)3

+

(
d′′

2

)2

= 0

та

(3.6) c′′ = d′′ = 0,

то полiном має єдиний нуль кратностi 3. Якщо виконується
тiльки формула (3.5)– два рiзних нуля (один з яких має
кратнiсть 2).

Нехай виконується одна з формул (3.1) або (3.2). Чи мо-
жуть коефiцiєнти полiному також задовольняти одну з
умов (3.4)-(3.6)? Якщо так, то якi топологiчнi власти-
востi має такий полiном?

Припустимо, що b2 = 3ac, тодi c′′ = − 1
a

i рiвняння (3.3)
набере вигляду z′3 − 1

a
z′ + d′′ = 0. Оскiльки c′′ ̸= 0, то
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формула (3.6) не виконується при жодному наборi коефi-
цiєнтiв. А це означає, що єдина критична точка полiному
не може бути його нерухомою точкою.

Запишемо формулу (3.5) через коефiцiєнти:

(3.7) −108a3 = (2b3 + 9b(1− c) + 27a2d)2.

З iншого боку, це означає, що iснує два нулi z0 та z1 такi,
що z′3 − 1

a
z′ + d′′ = (z′ − z0)2(z′ − z1). Прирiвнявши коефi-

цiєнти при змiнних у правiй та лiвiй частинах, отримаємо
систему: 

z1 = −2z0,
z20 = 1

3a
,

2z30 = 2b3+9b(1−c)+27a2d
27a3

.

Пiдставивши друге рiвняння системи в третє та викори-
ставши формулу (3.7), отримаємо рiвнiсть 2 =

√
−4, що

не вiрно. Зi сказаного вище слiдує, що не суперечливим є
лише випадок, коли одночасно виконуються формули (3.1)
та (3.4), а це означає, що iснує три рiзнi нерухомi точки,
кожна з яких не є критичною, тобто для кожної з них в
прообразi, крiм самої себе, є ще двi iншi точки.

Зрозумiло, що спiввiдношення (3.2) та (3.4) не є су-
перечливими, а з точки зору топологiчних характеристик,
це означає, що iснує три рiзнi нерухомi точки, якi вiдрiзня-
ються вiд двох критичних. Знайдемо умови за яких, одна
з нерухомих буде спiвпадати з критичною точкою. Запи-
шемо

z′3 + c′′z′ + d′′ =

(
z′ −

√
b2 − 3ac

3a

)
(z′ − z0)(z′ − z1),
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де c′′ = 3a(c−1)−b2
3a2

, d′′ = 2b3+9b(1−c)+27a2d
27a3

, z0 ̸= z1, z0 ̸=
√
b2−3ac
3a

,
z1 ̸=

√
b2−3ac
3a

. Прирiвнюємо коефiцiєнти при однакових по-
казниках степеня та одержимо наступну умову:

2(b2 − 3ac)
3
2 + 9c

√
b2 − 3ac = 2b3 + 9(1− c) + 27a2d.

Перевiримо за яких умов на коефiцiєнти, спiввiдношен-
ня (3.2) та (3.6) виконуються одночасно. Рiвняння (3.3)
набере вигляду z′3 = 0, перейшовши до змiнної z отримає-
мо, що z = − b

3a
. Нагадаємо, що P ′′(− b

3a
) = 0 i z = − b

3a
є

нулем кратностi 3 для az3+bz2+(c−1)z+d = 0, або що те
ж саме, нерухомою точкою для полiному P (z). А сказане
вище, рiвносильне умовам{

3a(c− 1)− b2 = 0

2b3 + 9b(1− c) + 27a2d = 0.

I останнє, перевiримо коли виконуються (3.2) та (3.5).
Спiввiдношення (3.5) набирає вигляду(

3a(c− 1)− b2

9a2

)3

= −
(
2b3 + 9b(1− c) + 27a2d

54a3

)2

та iснують двi рiзнi нерухомi точки полiному P (z), одна
з яких є нулем кратностi 2 для (3.5). Знайдемо умови за
яких критична точка (не обмежуючи загальностi, для при-
кладу вiзьмемо z = −b+

√
b2−3ac
3a

) буде нерухомою точкою
кратностi 2 та 1. Нагадаємо, що тодi z′ =

√
b2−3ac
3a

, та запи-
шемо

(3.8) z′3 + c′′z′ + d′′ =

(
z′ −

√
b2 − 3ac

3a

)2

(z′ − z0),
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де c′′ = 3a(c−1)−b2
3a2

, d′′ = 2b3+9b(1−c)+27a2d
27a3

, z0 ̸=
√
b2−3ac
3a

, та

(3.9) z′3 + c′′z′ + d′′ =

(
z′ −

√
b2 − 3ac

3a

)
(z′ − z0)2,

де c′′ = 3a(c−1)−b2
3a2

, d′′ = 2b3+9b(1−c)+27a2d
27a3

, z0 ̸=
√
b2−3ac
3a

. Мiр-
куючи по аналогiї з попереднiми випадками, отримаємо:
умова (3.8) є суперечливою, оскiльки a ̸= 0, а (3.9) вико-
нується при ac− 3b2 = 4a.

Нехай C та W— двi площини такi, що P (C) = W.
Побудуємо наступний комбiнаторний iнварiант, який вiд-

повiдає многочлену P (z):

(1) На площинi W вiдмiтимо всi критичнi значення
P (z∗1) = w∗

1 та P (z∗2) = w∗
2 та всi нерухомi точки. З’єднаємо

точки w∗
1 та w∗

2 прямолiнiйним вiдрiзком в площинi W, а у
випадку однiєї точки w∗ — з’єднаємо її попарно з нерухо-
мими точками прямолiнiйними вiдрiзками в W. Зрозумiло,
що на W ми побудували граф зi скiнченним числом ком-
понент зв’язностi, який позначимо через GP (z)

W .

(2) Розглянемо множину P−1(G
P (z)
W ) i позначимо її че-

рез G
P (z)
C ). Впорядковану пару графiв (G

P (z)
C , G

P (z)
W ), що

вiдповiдає многочлену P (z), будемо називати його топо-
логiчним iнварiантом, який надалi будемо позначати через
G(P (z)).

(3) Нехай вершинам v1, v2 ∈ G(P (z)) вiдповiдають дея-
кi комплекснi числа z1 та z2 будь-то з площини C чи W.
Пофарбуємо вершини iнварiанту G(P (z)) у рiзнi кольори
за наступним правилом: вершини v1 та v2 одного й того ж
кольору тодi i тiльки тодi, коли z1 = z2. В протилежному
випадку вершини мають рiзнi кольори.
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Позначимо через V (G) множину вершин деякого графу
G, а через Vs(G) – множину вершин одного кольору.

Означення 1. Скажемо, що G(P (z)) iзоморфний G(Q(z))
(G(P (z)) ∼ G(Q(z))), де P (z) та Q(z) – деякi многочлени,
якщо

1) ♯V (G
P (z)
C ) = ♯V (G

Q(z)
C ) i ♯V (G

P (z)
W ) = ♯V (G

Q(z)
W );

2) ♯Vs(G
P (z)
C ) = ♯Vs(G

Q(z)
C ) i ♯Vs(G

P (z)
W ) = ♯Vs(G

Q(z)
W ).

Теорема 2. Многочлени P (z) та Q(z) степеня n, де
n = 2, 3, топологiчно спряженi тодi i тiльки тодi, коли

G(P (z)) ∼ G(Q(z)) та

{
|a1| < 1

n
,

|a2| < 1
n
,

або

{
|a1| > 1

n
,

|a2| > 1
n
,

або

|a1| = |a2| = 1
n
.

♯G
P (z)
C ♯G

P (z)
W P (z) = az2 + bz + c

2 2 b = 1, c = 0

3 2 (b− 1)2 = 4ac, b ̸= 1, c ̸= 0

4 2 (b− 1)2 − 4ac = 1

5 3 (b− 1)2 ̸= 4ac,(b− 1)2 − 4ac ̸= 1

Табл. 3.1. Залежнiсть типу графу вiд кое-
фiцiєнтiв квадратичного полiному.

Приклад: Розглянемо полiноми
P (z) = z2 + z, Q(z) = z2 + 3i.

Для першого – a = 1, b = 1, c = 0, а для другого – a = 1,
b = 0, c = 3i. З таблицi 1 видно, що G(P (z)) = (2; 2),
а G(Q(z)) = (5; 3). А це означає, що P (z) та Q(z) не є
топологiчно спряженими.
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Рис. 3.1. Випадок 1: через ♢ позначено
нерухому точку, ⊕ – критичне значення, яке
одночасно є i нерухомою точкою, � та N –
прообрази нерухомих точок.

Рис. 3.2. Випадок 2: через ♢ та △ позначе-
но нерухомi точки, ◦ – критичне значення, •
- критичну точку, � та N – прообрази неру-
хомих точок.

Рис. 3.3. Випадок 3: через ♢ позначено
нерухому точку, ◦ – критичне значення, • -
критичну точку, � – прообраз нерухомої точ-
ки.

Коментарi до рисункiв 3.1-3.3: Рiзними фiгурами зоб-
ражено рiзнi точки, коли ж точка є нерухомою, то її зоб-
раження в двох площинах спiвпадає. Для наочностi, од-
наковою формою фiгур, але з рiзною зафарбованiстю, по-
значенi точки, якi є прообразами однiєї й тiєї ж точки.
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♯G
P (z)
C ♯G

P (z)
W P (z) = az3 + bz2 + cz + d

10 4 b2 = 3ac,
(3a(c−1)−b2

9a2
)3 ̸= −(2b

3+9b(1−c)+27a2d
54a3

)2

13 5 b2 ̸= 3ac,
(3a(c−1)−b2

9a2
)3 ̸= −(2b

3+9b(1−c)+27a2d
54a3

)2,

2(b2 − 3ac)
3
2 + 9c

√
b2 − 3ac ̸=
̸= 2b3 + 9(1− c) + 27a2d

12 5 b2 − 3ac ̸= 0,
(3a(c−1)−b2

9a2
)3 ̸= −(2b

3+9b(1−c)+27a2d
54a3

)2,

2(b2 − 3ac)
3
2 + 9c

√
b2 − 3ac =

= 2b3 + 9(1− c) + 27a2d

5 3 b2 − 3ac ̸= 0, 3a(c− 1)− b2 = 0,
2b3 + 9b(1− c) + 27a2d = 0

9 4 b2 − 3ac ̸= 0,
(3a(c−1)−b2

9a2
)3 = −(2b

3+9b(1−c)+27a2d
54a3

)2,
ac− 3b2 ̸= 4a

8 3 b2 − 3ac ̸= 0,
(3a(c−1)−b2

9a2
)3 = −(2b

3+9b(1−c)+27a2d
54a3

)2,
ac− 3b2 = 4a

Табл. 3.2. Залежнiсть типу графу вiд кое-
фiцiєнтiв кубiчного полiному.
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О метрической эквивалентности функций,
заданных на плоскости де Ситтера

Коновенко Н. Г.
У цiй роботi наведено необхiднi та достатнi умови метричної еквi-
валентностi функцiй, якi заданi на площинi де Сiттера.

В этой работе приведены необходимые и достаточные условия
метрической эквивалентности функций, заданных на плоскости
де Ситтера.

In this paper we find necessary and sufficient conditions for functions
to be equivalent with respect to the isometry group of the de Sitter
plane.

1. Введение. Постановка задачи

В этой работе приведены необходимые и достаточные
условия метрической эквивалентности функций, заданных
на плоскости де Ситтера. Аналогичные результаты для
случая плоскости Лобачевского были получены в работе
[3].

В качестве плоскости де Ситтера S2 рассматриваем верх-
нюю полуплоскость R2

+ снабженную метрикой:

Θ =
dx2 − dy2

y2
.

Структурной алгеброй для геометрии де Ситтера являет-
ся алгебра Ли инфинитезимальных изометрий. Эта алгеб-
ра изоморфна алгебре Ли sl2(R) и порождена векторными
полями

A = ∂x, B = (x2 + y2)∂x + 2xy∂y, H = 2x∂x + 2y∂y,
c⃝ Коновенко Н. Г., 2010



124 Коновенко Н. Г.

которые удовлетворяют следующим коммутационным со-
отношениям:

[H,A] = −2A, [H,B] = 2B, [A,B] = H.

Отметим, что действие алгебры Ли sl2(R) на плоскости
де Ситтера S2 является симплектическим относительно 2-
формы

Ω =
dx ∧ dy
y2

.

Скажем, что две гладкие функции f1 и f2, заданные в
некоторой области плоскости де Ситтера, метрически эк-
вивалентны, если найдется такая сохраняющая ориента-
цию изометрия g, что f2 = f1 ◦g−1, в области определения.

Описание классов метрически эквивалентных функций
проведём в два этапа. Вначале найдём условия метриче-
ской эквивалентности функций на формальном уровне (то
есть на уровне ∞-джетов функций). Это достигается опи-
санием алгебры sl2(R)-дифференциальных инвариантов на
плоскости де Ситтера (см. [1]). После этого сводим зада-
чу метрической эквивалентности к проблеме разрешимо-
сти системы дифференциальных уравнений конечного ти-
па, откуда получим условия метрической эквивалентности
для класса регулярных функций.

2. Алгебра метрических дифференциальных
инвариантов

Обозначим через Jk(S2) многообразие k-джетов функ-
ций, заданных на плоскости де Ситтера S2.
Каждая изометрия g продолжается (см. [2]) до диффео-
морфизма

g(k) : Jk(S2)→ Jk(S2)

пространства k-джетов.
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Аналогично, каждая инфинитезимальная изометрия

X ∈ sl2(R)

продолжается до векторного поля X(k) на многообразии k-
джетов (см. [2]).

Гладкую функцию I, заданную на многообразии Jk(S2),
называем метрическим дифференциальным инвариантом
порядка ≤ k, если

I = I ◦ g(k),
для всех изометрий g, сохраняющих ориентацию.

Последнее условие эквивалентно тому, что

A(k)(I) = B(k)(I) = H(k)(I) = 0.

Соответственно, полную производную (см. [2])

∇ ∈ C∞(J∞(S2))⊗D(S2)

назовем инвариантным метрическим дифференцировани-
ем, если ∇ коммутирует с продолженным действием груп-
пы изометрий или, что эквивалентно,

[∇, A(∞)] = [∇, B(∞)] = [∇, H(∞)] = 0.

Отметим, что в случае плоскости де Ситтера наличие
инвариантной метрики и инвариантной симплектической
структуры позволяет сопоставить каждому метрическо-
му дифференциальному инварианту I два инвариантных
дифференцирования.

Инвариантное дифференцирование, отвечающее гради-
енту I относительно метрики Θ, будем обозначать через
∇I , а инвариантное дифференцирование, которое соответ-
ствует гамильтоновому полю с гамильтонианом I относи-
тельно инвариантной симплектической формы Ω, обозна-
чаем через γI .
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Более формально, конструкция этих дифференцирова-
ний выглядит следующим образом.

Пусть f ∈ C∞(S2)— гладкая функция на плоскости де
Ситтера, а Skf ⊂ Jk((S2))— график ее k-джета.

Пусть If — значения дифференциального инварианта I
на функции f , то есть

If = I
∣∣
Sk
f

∈ C∞(S2).

Пусть также ∇I,f — ограничение полного дифференциро-
вания ∇I на S∞

f . Тогда ∇I,f совпадает с градиентом функ-
ции If относительно метрики Θ, или

∇I⌋Θ = d̂I,

где d̂ : C∞(S2)→ Ω1(J∞S2)— оператор полного дифферен-
цирования [2].

Аналогично, определим дифференцирование γI форму-
лой

γI⌋Ω = d̂I.

Метрическая инвариантность указанных дифференци-
рований непосредственно вытекает из метрической инва-
риантности формы Ω.

Координатное представление этих дифференцирований
выглядит следующим образом.

Пусть (x, y, u, ux, . . . , uσ, . . .)— канонические координаты
в пространстве джетов. Тогда, упомянутые выше диффе-
ренцирования имеют следующий вид:

∇I = y2
(
dI

dx

d

dx
− dI

dy

d

dy

)
, γI = y2

(
dI

dy

d

dx
− dI

dx

d

dy

)
,

где через d
dx

и d
dy

обозначены соответственно полные про-
изводные относительно x и y.
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Используя инвариантные дифференцирования γI опре-
делим скобки на алгебре дифференциальных инвариан-
тов:

[I, J ] = γI(J),

где I и J — метрические дифференциальные инварианты.
Отметим, что скобка [I, J ] также является метрическим

дифференциальным инвариантом.
Из приведенных рассуждений непосредственно вытека-

ет следующий результат.

Теорема 1. Алгебра метрических дифференциальных ин-
вариантов на плоскости де Ситтера является пуассоно-
вой алгеброй относительно скобок:

[I, J ] = y2
(
dI

dy

dJ

dx
− dJ

dy

dI

dx

)
.

Используем теперь построенные инвариантные диффе-
ренцирования для описания алгебры метрических диффе-
ренциальных инвариантов.

Прежде всего заметим, что функция

u : J0(S2) = S2 × R→ R

является метрическим дифференциальным инвариантом
порядка нуль.

Поэтому имеем два инвариантных дифференцирования:

∇u = y2
(
ux

d

dx
− uy

d

dy

)
, γu = y2

(
uy

d

dx
− ux

d

dy

)
.

Применяя дифференцирование ∇u к инварианту u, полу-
чаем метрический дифференциальный инвариант первого
порядка:

J1 = ∇u(u) = y2
(
u2x − u2y

)
.
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Более того, как нетрудно видеть, метрические дифферен-
циальные инварианты J0 = u и J1 = ∇u(u) порождают
дифференциальные инварианты порядка ≤ 1.

Применяя инвариантные дифференцирования ∇u и γu к
инварианту 1-го порядка J1, мы получаем два метрических
дифференциальных инварианта 2-го порядка:

J2(1) = ∇u(J1), J2(2) = γu(J1),

где

J2(1) = 2ux (uxxux − uxyuy) y4 + 2uy (uyyuy − uxyux) y4+
+ 2y3uy(u

2
y − u2x),

J2(2) = 2uxuyy
4 (uxx + uyy)− 2uxyy

4
(
u2x + u2y

)
+

+ 2uxy
3(u2y − u2x).

Из соображений размерности следует, что должен су-
ществовать еще один дифференциальный инвариант 2-го
порядка, функционально независимый относительно J2(1)
и J2(2).

Для того чтобы найти этот инвариант заметим, что опе-
ратор Лапласа ∆ = −y2(∂2x − ∂2y) является инвариант-
ным относительно группы изометрий, поэтому дифферен-
циальный оператор в полных производных:

∆̂ = −y2
(
d2

dx2
− d2

dy2

)
коммутирует с продолженным действием группы изомет-
рий.

В частности, этот оператор также переводит метриче-
ские дифференциальные инварианты в себя. Поэтому функ-
ция

J2(3) = ∆̂(u) = −y2(uxx − uyy)
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является метрическим дифференциальным инвариантом
второго порядка, а дифференциальные инварианты

J0, J1, J2(1), J2(2), J2(3)

порождают все дифференциальные инварианты до поряд-
ка 2 включительно. Подсчет размерностей показывает, что
справедлив следующий результат.

Теорема 2. Алгебра метрических дифференциальных ин-
вариантов на плоскости де Ситтера порождена базис-
ными инвариантами J0 = u, и J2(3) = −y2(uxx − uyy), а
также всеми их инвариантными производными вдоль ∇u

и γu.
Эти образующие удовлетворяют двум дифференциаль-

ным сизигиям:
∇u(J2(2))− γu(J2(1)) + J2(3)J2(2) = 0,
∇u(J2(1))− γu(J2(2)) + 2J1∇u(J2(3)) + 3J2(3)J2(1)−
−2J1J2

2 (3) + 2J−1
1 (J2

2 (2)− J2
2 (1))− 2J2

1 = 0.

3. Изометрическая эквивалентность функций

Гладкую функцию f ∈ C∞(S2), заданную в некоторой
области плоскости де Ситтера, будем называть регуляр-
ной, если значения J0,f , J1,f дифференциальных инвари-
антов J0 и J1 на этой функции независимы:

dJ0,f ∧ dJ1,f ̸= 0

в этой области.
В противном случае, то есть если dJ0,f ∧dJ1,f ≡ 0, функ-

ция f называется сингулярной.
Иначе говоря, функция f — сингулярна, если она явля-

ется решением дифференциального уравнения

f2
x − f2

y = y−2φ(f)
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для некоторой функции φ.
Если функция f регулярна, то значения инвариантов

второго порядка являются функциями J0,f и J1,f . Таким
образом, функция f удовлетворяет системе дифференци-
альных уравнений 2-го порядка:

J2(1) = 2a(J0, J1)J
2
1 ,

J2(2) = 2b(J0, J1)J
2
1 ,

J2(3) = c(y, J0, J1)J
2
1y

−2.

(3.1)

Выделяя вторые производные u из этой системы уравне-
ний, мы приходим к эквивалентной системе уравнений

(3.2)

uxx =−ux2uy2c+ ux
2a− 2 buyux + auy

2 − uy
y

+ uy
4c,

uxy =−ux2b+ 2 auyux −
ux
y

+ uxcuy
3−uy2b−ux3cuy,

uyy =−cux4 + ux
2uy

2c+ ux
2a− 2 buyux + auy

2 − uy
y
.

Последняя система является системой конечного типа, а
размерность пространства решений не превосходит 3. При
этом размерность равна 3, если эта система является си-
стемой фробениусова типа.

В случае, когда регулярная функция f удовлетворяет
системе (3.2), действие группы изометрий эффективно и
из соображений размерности следует, что это действие тран-
зитивно. Иначе говоря, в этом случае любые два решения
переводятся друг в друга изометрией плоскости Лобачев-
ского. Суммируя сказанное, приходим к следующему ре-
зультату.



131

Теорема 3. (1) Класс метрической эквивалентности ре-
гулярных функций на плоскости де Ситтера определяет-
ся функциями a, b, c, задающими зависимость метри-
ческих инвариантов 2-го порядка J2(1), J2(2), J2(3) через
инварианты J0, J1.

(2) Функции a, b, c, задающие класс метрической экви-
валентности, не произвольны, а удовлетворяют 2-м си-
зигиям, которые гарантируют, что система дифферен-
циальных уравнений (3.2) является системой фробениу-
сова типа.
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On the extrinsic geometry of contact
structures

Vladimir Krouglov

In the paper we prove, that extrinsic curvature does not impose ad-
ditional restrictions on the topology of a contact structure, except
the obvious ones.

1. Introduction

One of the natural characteristics of the plane distribution
on a Riemannian manifold is its second fundamental form.
It is known, a foliation on a closed three manifold is taut if
the trace of the second fundamental form (i.e. the mean curva-
ture) vanishes with respect to some Riemannian metric. It can
be shown [3], that vanishing of the second fundamental form
of a distribution with respect to some metric yields topologi-
cal restrictions on the ambient space. In the recent work by
Patrick Massot [9] it was established that all totally geodesic
contact structures on three manifolds are tight. In contrast
with foliations, every contact structure is a minimal distribu-
tion. Therefore it is an interesting question how one can relax
the condition of a contact structure being totally geodesic to
keep the topological restrictions on a contact structure.

In the present paper we study contact structures on 3-
manifolds which have the restrictions on the determinant of
the second fundamental form (i.e. the extrinsic curvature).
There are three natural classes of plane distributions with the
restrictions on the extrinsic curvature. The definition is due
to A. Borisenko.

c⃝ Krouglov V., 2010
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Definition 1. The distribution of planes ξ on a three mani-
fold is called:

(1) parabolic, if there is a Riemannian metric on M such
that the extrinsic curvature of ξ is equal to zero.

(2) strong saddle (or hyperbolic), if there is a Riemannian
metric on M such that the extrinsic curvature of ξ is
strictly less than zero.

(3) elliptic, if there is a Riemannian metric on M such
that the extrinsic curvature of ξ is everywhere positive.

The main result of this paper is the following:

Theorem 1. Let ξ be a transversally orientable contact struc-
ture on a closed orientable three manifold M . Then,

(1) ξ is parabolic.
(2) ξ is hyperbolic if its Euler class vanishes.
(3) There are no elliptic plane distributions on closed three

manifolds.

Remark 1. In [6] and [7] we studied the problem of existence
of foliations with the restrictions on the extrinsic curvature of
the leaves. The main result in [7] is obtained in the present
paper from some different point of view.

This paper is organized as follows. In Section 2 we recall
basic definitions and results in the geometry of plane distri-
butions. Notions and results from the contact topology and
Giroux correspondence between contact structures and open
book decompositions are reviewed in Section 3. Section 4 is
devoted to the proof of the fact, that every foliation by the
fibers of fibration over the circle is parabolic. We also define
a special parabolic foliation associated with the open book
decomposition of M . In Section 5 we give the proof of the
main theorem.
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2. Basic Definitions and Notations

Throughout this paper M will be a closed orientable 3-
manifold. A distribution onM is a two dimensional subbundle
of the tangent bundle of M . That is, at each point p in M
there is a plane ξp in the tangent space TpM . A distribution is
called integrable, if there is a foliation on M which is tangent
to it. The following theorem of Frobenius gives necessary and
sufficient conditions for ξ to be integrable.

Theorem 2. Let ξ be a distribution on M . Then ξ is inte-
grable if and only if for any two sections S and T of ξ its Lie
bracket belongs to ξ.

Definition 2. A distribution ξ is called a contact structure
if for any linearly independent sections S and T of ξ and for
any p ∈M the Lie bracket [S, T ] at p does not belong to ξp.

A distribution ξ is called transversally oriented if there is a
globally defined 1-form α, such that

ξ = Ker(α).

This is equivalent to say that there exists a globally defined
vector field n which is transverse to ξ. It is an easy conse-
quence of Frobenius Theorem that ξ is a contact structure if
and only if

α ∧ dα ̸= 0

The Euler class e(ξ) ∈ H2(M,Z) of a plane distribution is the
Euler class of the bundle ξ → M . It is known that if ξ is a
2-dimensional plane distribution on M with vanishing Euler
class then ξ is trivial.

Assume that M is a Riemannian manifold with the met-
ric ⟨·, ·⟩ and the Levi-Civita connection ∇. Let n be a local
unit vector field orthogonal to ξ. We are now going to define
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the second fundamental form of ξ. The definition is due to
Reinhart [10].

Definition 3. The second fundamental form of ξ is a sym-
metric bilinear form, which is defined in the following way:

B(S, T ) =
1

2
⟨∇ST +∇TS, n⟩

for all sections S and T of ξ.

Remark 2. If ξ is integrable, then B restricted to the leaf of
ξ agrees with the second fundamental form of the leaf.

Assume that S and T are two linearly independent sections
of ξ.

Definition 4. A mean curvature function H of a plane dis-
tribution is a trace of the second fundamental form. If S and
T are orthonormal, it may be written as

H = ⟨∇SS, n⟩+ ⟨∇TT, n⟩

Definition 5. We call the function

Ke(ξ) =
B(S, S)B(T, T )−B(S, T )2

⟨S, S⟩⟨T, T ⟩ − ⟨S, T ⟩2

an extrinsic curvature of ξ.

It is easy to verify that Ke(ξ) depends only on ξ, not on
the actual choice of S, T and n.

3. Open book decompositions and contact
structures

Consider an oriented link L in an oriented three manifold
M . Assume that a complement M\L fibers over the circle
with the projection map

π :M\L→ S1
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and that π−1(t) = Σ2
t is an interior of a compact surface

bounded by L. Pair (π, L) is called an open book decom-
position of M .

Two open book decompositions (L, π) and (L′, π′) are called
isomorphic if there is a diffeomorphism f :M →M such that
π′ ◦ f = π.

There is an alternative description of open book decompo-
sitions through the mapping cylinders. Assume that Σ2 is
a compact surface (with boundary) and consider a mapping
cylinder

Σ2 ×ϕ S1 = Σ2 × [0, 1]/(x, 0) ∼ (ϕx, 1),

where ϕ is some diffeomorphism of Σ2 which is an identity in
the neighborhood of ∂Σ2. Since ϕ is an identity map in the
neighborhood of the boundary the boundary of Σ2 ×ϕ S1 is a
union of r tori where r is a number of connected components
of the boundary ∂Σ2.

We may now glue r solid tori D2×S1 to Σ2×ϕ S1 in such a
way that ∂D2 is glued to S1 = [0, 1]/ ∼ and S1 factor in the
solid torus D2 × S1 corresponds to the boundary component
of Σ2. As a result we obtain closed manifold

M = (Σ2 ×ϕ S1) ∪ (
∪
r

D2 × S1).

This manifold has a canonical presentation as an open book
decomposition such that L is a union of r core curves of

D2 × S1

that we glued to Σ2 ×ϕ S1 to obtain M .

Definition 6. We say that contact structure ξ is supported
by the open book decomposition (L, π) of M if there is a one-
form α associated with ξ such that α(L) > 0 and dα|2Σ on each
page Σ2 = π−1(t).
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In [11] Thurston and Winkelhemper have shown that each
open book decomposition on a closed three manifold supports
some contact structure. It is surprising that converse also
holds.

Theorem 3 (Giroux, [5]). Every contact structure ξ on a
closed orientable three manifold M is supported by some open
book decomposition.

Using this result Etnyre in [4] proved the following result:

Theorem 4. Every contact structure on a closed orientable
three manifold is a C∞-deformation of C∞-foliation.

Consider the diffeomorphism ϕ of a compact surface Σ2 that
is an identity in the neighborhood of ∂Σ2 (or an arbitrary
diffeomorphism if Σ2 is closed). Throughout the paper Fϕ
will denote the foliation of the mapping cylinder Σ2×ϕ S1 by
the surfaces Σ2 × {t} for all t ∈ S1.

4. Parabolic foliations

In [7] we showed that each closed orientable three manifold
admits a parabolic foliation (i.e. the foliation by parabolic
surfaces with respect to some metric). We established this
result using Dehn surgeries on knots in S3. In the present
section we will show how one can obtain this result using open
book decompositions. We will also show that every foliation
by the fibers of fibration over the circle is parabolic.

4.1. Local models of parabolic foliations. The following
lemma was proved in [7]. This lemma allows one to glue two
parabolic foliations together along the common boundary leaf
preserving parabolicity of glued foliation.



138 Krouglov V.

Lemma 1. Let Σ2 be a compact parallelizable surface (pos-
sibly with the boundary). Consider two metrics G and H on
Σ2 that coincide in some neighborhood of the boundary. Let
F be a foliation of M = Σ2 × [0, 1] by the surfaces Σ2 × {t}.
Then, there is a metric g on M such that

(1) In some tubular neighborhood of Σ2 × {0},
g = dt2 +G(p)

for all p ∈ Σ2.
(2) in some tubular neighborhood of Σ2 × {1},

g = dt2 +H(p)

for all p ∈ Σ2.
(3) F is a parabolic foliation on Σ2× [0, 1] with respect to

g.
(4) There is a neighborhood U of the boundary ∂Σ2 such

that for all t ∈ [0, 1],

g(p, t)|U×{t} = G(p)

The next lemma shows that a Reeb foliation inside a solid
torus is parabolic. The result is due to Bolotov [1].

Lemma 2. There is a foliation F and a metric g on D2×S1

such that:
(1) F is parabolic with respect to g.
(2) The foliation

F|D2( 1
3
)×S1

is a foliation by the totally geodesic disks D2(1
3
)× {t}

and the foliation

F|([ 2
3
,1]×S1)×S1

is a foliation by the totally geodesic tori {r}×S1×S1.
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4.2. Parabolic fibrations. Let (M3, π) be a fibration over
the circle with a closed fiber Σ2 and let Fϕ be the foliation by
the fibers of π. We have the following

Proposition 1. The foliation Fϕ is parabolic.

Proof. Consider the presentation of M as a mapping cylinder
of some ϕ : Σ2 → Σ2. We may assume that ϕ is a composition
of Dehn twists αi along some closed curves γi in Σ2 and that
support of each αi is contained in some annulus ci for each i.

First, consider the case when ϕ is a Dehn twist by itself.
Pick an arbitrary metric G on Σ2. On a manifold

N = Σ2 × [0, 1]

consider a direct product metric G + dt2. It is obvious that
a foliation of N by the surfaces Σ2 × {t} is parabolic with
respect to this metric.

Denote by H the pullback metric ϕ∗G. Since the support
of ϕ is contained in some annulus c, from Lemma 4.1 we may
obtain that on c× [0, 1] there is a metric g such that

g|c×{0} = dt2 +G|c, g|c×{1} = dt2 +H|c
and foliation by c × {t} is parabolic. From condition 4) of
Lemma 4.1 this metric is glued smoothly with the direct prod-
uct metric G+ dt2 on the complement (Σ2\c)× [0, 1]. Conse-
quently, on L = Σ2× [0, 1] there is a metric (which will also be
denoted by g) that a foliation by surfaces Σ2×{t} is parabolic
with respect to it. We are left to consider the union

M = N ∪ϕ L
and glue the remaining boundary components of M by the
identity map. It is clear that since g is a direct product metric
in the one-sided neighborhoods of the boundary of L (and ∂

∂t
is a unit normal vector field), it is glued correctly with the
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direct product metric on N and therefore define a smooth
metric on M . The foliation Fϕ is parabolic with respect to
the introduced metric.

Assume now that

ϕ = α1 ◦ α2 ◦ . . . ◦ αn.
Pick an arbitrary metric G on Σ2 and for each i consider the
manifold Ni = Σ2 × [0, 1] with the direct product metric

G+ dt2.

For each Ni consider the corresponding Li that is obtained as
on the previous step. In the (one-sided) neighborhood of the
boundary components of ∂(Ni ∪αi

Li) the metric is a direct
product metric G+ dt2. We are left to consider the union

M = (N1 ∪α1 L1) ∪id (N2 ∪α2 L2) ∪id . . . ∪id (Nn ∪αn Ln)

and glue the remaining boundary components by the identity
map. This finishes the proof of proposition. �
Corollary 1. Let Σ2 be a compact orientable surface with

boundary and assume that ϕ is a diffeomorphism of Σ2 which
is an identity map in the neighborhood of the boundary ∂Σ2.
On the mapping cylinder Σ2 ×ϕ S1 the foliation by surfaces
Σ2 × {t} is parabolic.

Proof. Same as Proposition 1. �
4.3. Parabolic foliations associated with the open book
decomposition. Assume that (L, π) is an open book decom-
position of the closed oriented three manifold M . In this
section we will define a special parabolic foliation on M as-
sociated with this open book decomposition. We will define
this foliation replacing the neighborhoods of the binding by
a foliation which was defined in Lemma 2 and twisting the
pages of the open book around the boundary leaf.
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Denote byN the tubular neighborhood of one component of
the binding (construction for other components of the binding
would be the same). On N define the coordinates (r, ϕ, t) in
such a way that pages of the open book correspond to the con-
stant ϕ-annuli and the component of the binding corresponds
to a curve r = 0. Assume that

N = {(r, ϕ, t) : r ≤ 1 + 2ε}
for some small fixed ε.

Define a foliation and the metric on

N1 = {(r, ϕ, t) : r ≤ 1}
as in Lemma 2.

Consider the following function f(r) on [1, 1 + 2ε]:
(1) f(r) = 0, for all r ∈ [1, 1 + ε

2
]

(2) f(r) = 1, for all r ∈ [1 + ε, 1 + 2ε]
(3) f is a strictly increasing function on [1 + ε

2
, 1 + ε]

On [1, 1 + 2ε]× T 2 define a foliation using a one-form:

α = f(r)dϕ+ (1− f(r))dr
This foliation when restricted to [1+ε, 1+2ε]×T 2 is a foliation
by the constant ϕ-annuli and is therefore smoothly glued to a
foliation of M\N by the fibers of π.

In the neighborhood of the boundary ∂N1 the metric

g = dr2 + dϕ2 + dt2.

Extend this metric to N1+3ε. The foliation in [1, 1 + 2ε]× T 2

is parabolic with respect to this metric, since in each point of
[1, 1+2ε]×T 2 the plane tangent to the leaf contains principal
geodesic direction ∂

∂t
. Moreover, this metric induces some

metric in the neighborhood of one component of the boundary
of Σ2 ×ϕ S1. Making such extensions for each component of
the binding we will obtain some metric that is defined in the
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neighborhood of the boundary ∂(Σ2 ×ϕ S1). Note, that this
metric is direct product metric in this neighborhood of the
boundary. It induces some metric in the neighborhood of
∂Σ2 × {0}. Arbitrarily extend it to the whole leaf Σ2 × {0}.
Using the same construction as in Lemma 1 we may define a
metric on a mapping cylinder in such a way that a foliation by
the fibers of π is parabolic. Therefore we defined a metric on
Σ2×ϕS1∪(

∪r
i N1+2ε(i)), where r is a number of components of

the binding in the open book decomposition and the foliation
Fϕ which is parabolic with respect to it.

5. Extrinsic geometry of contact structures

In this section we will give the proof of Theorem 1.2.

Lemma 3. The function of the mean curvature of any transver-
sally orientable distribution ξ on a closed orientable three man-
ifold is a divergence.

Proof. Let (X, Y ) be two (local) orthonormal sections of ξ
and n be a unit normal vector field. From the definition of
the mean curvature function we have

H = tr(B) = ⟨∇XX,n⟩+ ⟨∇Y Y, n⟩
Using the fact that n is orthogonal to ξ we obtain that

H = −⟨∇Xn,X⟩ − ⟨∇Y n, Y ⟩ = div(−n)
since ⟨∇nn, n⟩ = 0. �
Corollary 2. On a closed orientable three manifold there are
no transversally orientable elliptic distributions.

Proof. From the Stokes theorem∫
M

H =

∫
M

div(−n) = 0
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If a distribution is elliptic, then Ke > 0. Therefore principal
curvature functions have to be either both positive or nega-
tive. Consequently,

∫
M
H ̸= 0. A contradiction. �

Lemma 4. Transversally orientable contact structure ξ on
a closed orientable three manifold is strong saddle if e(ξ) = 0

Proof. See Corollary 3.6 in [8] for details. �
We are left to prove that every transversally orientable con-

tact structure on M is parabolic. The following lemma allows
to carry the information about the extrinsic geometry from
one distribution to another.

Lemma 5. [2] Assume that on a Riemannian manifold M
given two distributions ξ and η. Denote by Bξ the second
fundamental form of ξ. Assume that a normal vector field to ξ
is transverse to η. For all X ∈ ξ, denote by PX an orthogonal
projection of vector X on η. Then, there is a metric on M
such that a second fundamental form of η satisfies

Bη(PX,PY ) = Bξ(X, Y ), for all X, Y ∈ ξ.
In particular, if ξ is parabolic, so is η.

Lemma 6. Every transversally orientable contact structure
ξ on a closed orientable three manifold M is parabolic.

Proof: We will follow the construction in [4] to define a
family of contact one-forms that approximate a parabolic fo-
liation associated with the open book decomposition.

For ξ consider the corresponding open book decomposi-
tion (Σ2, ϕ). It is obvious that foliation associated with this
open book decomposition differs from the one defined in [4]
(cf. Proof of Theorem 1 there) everywhere except some δ-
neighborhood of the leaf {r = 1}. It is easy to verify that a
family of one-forms, defined in [4] is an approximation of our
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foliation. So, there is a family of one-forms αt, t > 0 which is
a deformation of Fϕ and has support (Σ2, ϕ). In particular,
ξt = Ker(αt) are isotopic to ξ.

Let g denotes a Riemannian metric on M such that Fϕ is
parabolic. It is obvious that we may find such t > 0 that
ξt will be transverse to a normal vector field to Fϕ. Using
Lemma 5.5 we see that there is a Riemannian metric on M
such that ξt is parabolic (for t sufficiently small). But ξt is
contactomorphic to ξ and therefore ξ is a parabolic contact
structure with respect to a pullback metric. This finishes the
proof of the theorem.
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О гауссовой кривизне гармонических
функций

Каве Эфтехаринасаб

It is proved that the fundamental group of the space of harmonic
polynomials of degree n ≥ 2 with the same Gaussian curvature is not
trivial. Furthermore, we give an example of topologically nonequiva-
lent conjugate harmonic functions having the same Gaussian curva-
ture.

1. Введение

В работе изучается гауссова кривизна графиков гар-
монических функций. В частности, доказано, что суще-
ствуют топологически неэквивалентные сопряженные гар-
монические функции с одинаковой гауссовой кривизной
их графиков, а также, что фундаментальная группа про-
странства гармонических полиномов степени n ≥ 2, гра-
фики которых имеют одну и ту же гауссову кривизну,
ненулевая.

2. Гауссова кривизна и топологическвая
эквивалентность гармонических функций

Пусть w = u(x, y)— гармоническая функция от действи-
тельных переменных (x, y), заданная в односвязной обла-
сти D. Обозначим через K = K(x, y)— гауссову кривизну
ее графика. Известно, что K = K(x, y) можно вычислить

c⃝ Эфтехаринасаб К., 2010
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с помощью формулы

K(x, y) =
uxxuyy − u2xy
(1 + u2x + u2y)

2
.

Положим z = x+ iy и представим w = u(x, y) как

u(x, y) = Re f(z) =
1

2
(f(z) + f(z))

для некоторой голоморфной функции f(z) комплексной
переменной z. Следуя классическим обозначениям

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
− i

∂

∂y

)
,
∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
− i

∂

∂y

)
и правилам

∂f

∂z
= f ′(z),

∂f

∂z
= 0,

∂f

∂z
= 0,

∂f

∂z
= f ′(z),

с помощью несложных вычислений можно получить сле-
дующую формулу для гауссовой кривизны графика функ-
ции w = u(x, y)

(2.1) K(x, y) =
|f ′′(z)|2

−(1 + |f ′(z)|2)2
.

Напомним, что критическая точка z гладкой функции
w = g(x1, x2) называется невырожденной, если матрица

гессе
(
∂2g(z)

∂xi∂xj

)
— невырожденная. В противном случае кри-

тическая точка называется вырожденной.
Имеет место следующий факт:

Лемма 1. Гауссова кривизна графика гармонической
функции w = u(x, y), заданной в односвязной области,
всегда неположительна и обращается в ноль в изолиро-
ванных точках, среди которых могут быть только вы-
рожденные критические точки функции w = u(x, y).
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Доказательство. Пусть f(x+i y)— голоморфная функ-
ция, и w = u(x, y)— ее действительная часть. Гауссова
кривизна графика гармонической функции w = u(x, y),
заданной в односвязной области обращается в ноль, когда
f ′′(x + i y) = 0. Поскольку функция f(x + i y) голоморф-
ная, то функция f ′′(x + i y)— также голоморфная. Нули
голоморфной функции всегда изолированные. Далее, кри-
тические точки функции f(x+ i y) и функции w = u(x, y)
совпадают. Если среди нулей функции f ′′(x+ i y) = 0 есть
критические точки функции f(x + i y), то очевидно, что
они будут и критическими точками функции w = u(x, y).

Из равенства K(x, y) =
uxxuyy − u2xy
(1 + u2x + u2y)

2
= 0 следует, что

uxxuyy − u2xy = 0, т.е. эти критические точки вырожден-
ные. �

Замечание 1. Если w = u(x, y)— гармонический поли-
ном степени n > 2, то очевидно, что мощность множе-
ство точек Γ, где гауссова кривизна графика w = u(x, y)
равна нулю, не привышает n− 2. По теореме Гаусса-Лю-
ка, [1], точки из множества Γ принадлежат выпуклому
многоугольнику ∆, содержащему нули голоморфной функ-
ции f(x + i y) = u(x, y) + i v(x, y). Если кратность нулей
функции f(x+i y) не привышает 2, то точки из Γ лежат
внутри выпуклого многоугольника δ ⊂ ∆, содержащего
нули функции f ′(x+ i y).

Замечание 2. Голоморфную функцию f(x + i y) можно
представить в виде f(x+i y) = u(x, y)+i v(x, y). Поскольку
v(x, y)— гармоническая функция, то несложно показать,
что гауссова кривизна графиков функций u(x, y) и v(x, y)
одинаковая см. по этому поводу работу [2].
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Напомним, что гладкие функции

w = q(x, y), v = r(x, y),

заданные в области D, называются топологически эквива-
лентными, если существуют такие гомеоморфизмы

k : D → D, l : R→ R,
что имеет место равенство q ◦ k = r ◦ l.

Предложение 1. Существуют топологически неэкви-
валентные сопряженные гармонические функции, у кото-
рых гауссова кривизна графиков одинаковая.

Доказательство. Рассмотрим сопряженные гармониче-
ские функции

u(x, y) = x3 − 3xy2 − 3x, v(x, y) = −y3 + 3x2y − 3y.

Они имеют по две невырожденные критические точки, ко-
ординаты которых (±1, 0). Для функции u(x, y) эти крити-
ческие точки лежат на разных линиях уровня, а для функ-
ции v(x, y) критические точки лежат на одной линии уров-
ня. Следовательно, функции u(x, y) и v(x, y) топологиче-
ски неэквивалентные, хотя функция гауссовой кривизны
у них в силу замечания 2 одна и та же. �
Замечание 3. Графики функций u(x, y) и v(x, y) не изо-

метричны, у них разные первые квадратичные формы.

Заметим, что полиномы P = x2 + y2 и Q = x4 + y4 топо-
логически эквивалентные.

В. В. Шарко доказал, что гармонические полиномы раз-
ных степеней от двух действительных переменных все-
гда топологически неэквивалентные. Для каждого n су-
ществует конечное число топологически неэквивалентных
гармонических полиномов P (x, y) степени n.
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3. О гауссовой кривизне гармонических
полиномов

Лемма 2. Гауссова кривизна графиков гармонических по-
линомов w = (x, y) и w′ = v(x, y) разных степеней всегда
разная.

Доказательство. Пусть P (z) и Q(z)— комплексные поли-
номы степеней n и m соответственно, у которых действи-
тельные части есть полиномы u(x, y) и v(x, y). По усло-
вию леммы n ̸= m. Поведение функций |P (z)| и |Q(z)|при
z →∞ определяется мономами |zn| и |zm| соответственно.
Применив этот факт для формулы 2.1, несложно полу-
чить, что

|P ′′(z)|2

−(1 + |P ′(z)|2)2
̸= |Q′′(z)|2

−(1 + |Q′(z)|2)2
.

Следовательно, гауссова кривизна полиномов u(x, y) и
v(x, y) разная. �
Теорема 1. Предположим, что P (z) и Q(z)— комплекс-
ные полиномы. Тогда тождество

|P ′′(z)|2

−(1 + |P ′(z)|2)2
=

|Q′′(z)|2

−(1 + |Q′(z)|2)2

возможно в том и только в том случае, когда

P (z) = kQ(z) + const,

где |k| = 1.

Доказательство. Достаточность. Если

P (z) = kQ(z) + const,

то непосредствено из формулы 2.1 вытекает справедли-
вость заключения теоремы.
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Необходимость. Нам достаточно доказать, что совпада-

ют функции
|P ′′(z)|

1 + |P ′(z)|2
и
|Q′′(z)|

1 + |Q′(z)|2
. Для этого положим

P ′(z) = n(z), где очевидно n(z)— полином. Пусть γ(t)—
путь в области однолистности функции n(z) с началом в
точке z0 и концом в точке z. Рассмотрим интеграл∫

γ(t)

|n′(z)||d(z)|
1 + |n(z)|2

.

Имеем∫
γ(t)

|n′(z)||d(z)|
1 + |n(z)|2

=

∫
γ(t)

d(|n(z)|)
1 + |n(z)|2

= arctan |n(z)|+ const.

Аналогичным образом, положив Q′(z) = m(z) и проведя
такие же рассуждения получим∫
γ(t)

|m′(z)||d(z)|
1 + |m(z)|2

=

∫
γ(t)

d(|m(z)|)
1 + |m(z)|2

= arctan |m(z)|+const.

Таким образом arctg|n(z)| = arctan |m(z)|+ const и сле-
довательно |n(z)| = |m(z)|+ const. Теперь несложно пока-
зать, что P (z) = kQ(z) + const, где |k| = 1. �

Замечание 4. Для произвольных голоморфных функций
f(z) и g(z), заданных в односвязной области D теорема 1
неверна, см. [2]. Но она, по-видимому, верна для целых
функций.

Пусть w = P (x, y) и w′ = Q(x, y)— сопряженные гармо-
нические полиномы. Очевидно, что если параметр t при-
надлежит единичной окружности на комплексной плоско-
сти, то однопараметрическое семейство полиномов

cos(t)u(x, y)− sin(t) v(x, y)
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образует петлю в пространстве гармонических полиномов,
графики которых имеют одну и ту же гауссову кривиз-
ну. Легко видеть, что этой петле принадлежат функции
w = ±P (x, y), w′ = ±Q(x, y). Таким образом, из леммы 1
и теоремы 1 вытекает следующий факт:

Предложение 2. Фундаментальная группа простран-
ства гармонических полиномов степени n ≥ 2, графики
которых имеют одну и ту же гауссову кривизну, нену-
левая.
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О поведении F -функций на замыкании
множества своих S-отделенных точек4

Полулях Е. А.

We present an example of Peano-interior function f defined on the
square M = [0, 1] × [0, 1] such that the set D(S, ∂M) of all S-

separated points of ∂M has connected closure D(S, ∂M), and f is
not constant on this closure.

1. Введение.

ПустьM — двумерная ориентируемая поверхность с кра-
ем ∂M . Обозначим M̊ =M \ ∂M .

Пусть f : M → R— некоторая функция и x ∈ A ⊂ M .
Введем следующие обозначения для множеств уровня f :

Mx =Mf(x) = {y ∈M | f(y) = f(x)} ,
Ax = Af(x) = A ∩Mx .

Определение 1. Функция f : M → R называется F -
функцией, если

(i) f непрерывна;
(ii) f открыта на M̊ ;
(iii) для каждого x ∈ M̊ множество Mx локально-связ-

но в точке x.
4 Работа написана при частичной поддержке гранта Государствен-

ного комитета по вопросам науки, инноваций и информатизации, No.
M/150–2009.

c⃝ Полулях Е. А., 2010
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F -функции ввел У. Фокс в работе [1] как обобщение
псевдо-гармонических функций. Там он их называет Pe-
ano-interior functions.

В работе [2] Фокс строит продолжение F -функции, за-
данной на поверхности M , до F -функции, заданной на
большей поверхности C(M) ⊃ M̊ , и локально постоянной
на крае ∂C(M). Он дает следующее определение.

Определение 2. Функция f : M → R называется от-
деленной сверху от M̊ в точке x ∈ ∂M , или S-от-
деленной в точке x, если существует окрестность U
точки x в M , такая что f(y) < f(x) для всех y ∈ U ∩ M̊ .

Пусть J — компонента края поверхности M . Обозначим
через D(S, J) множество всех S-отделенных точек, лежа-
щих в J . Из непрерывности f следует, что она постоянна
на каждой компоненте связности множества D(S, J).

Вообще говоря, множество D(S, J) не является ни от-
крытым ни замкнутым подмножеством J . С целью умень-
шить количество компонент связности, Фокс в [2] предла-
гает рассматривать замкнутое множество D(S, J) вместо
D(S, J). Его метод построения продолжения F -функции
работает, если эта функция постоянна на каждой компо-
ненте множества D(S, J).

В то же время, в [2] Фокс формулирует как нерешенную
проблему следующий вопрос: всегда ли F -функция f по-
стоянна на компонентах связности множества D(S, J)?

Ниже мы строим пример F -функции, заданной на квад-
рате M = [0, 1] × [0, 1], который дает на этот вопрос от-
рицательный ответ. Тем самым будет доказано следующее
утверждение.

Теорема 1. Пусть M = [0, 1] × [0, 1]. Существует F -
функция f : M → R, такая что множество D(S, ∂M)
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связно и
f(D(S, J)) = [0, 1] .

2. Определения и обозначения.

Напомним некоторые определения и конструкции.
Пускай Γ ⊂ [0, 1]— стандартное множество Кантора и

g0 : [0, 1] → R— Канторова лестница — непрерывная непо-
стоянная неубывающая функция на отрезке, локально по-
стоянная на множестве [0, 1] \ Γ.

Введем следующие обозначения.
Пусть i ∈ N, k ∈ {1, . . . , 2i−1}. Существует единственное

разложение числа (2k − 1)/2i в сумму вида

2k − 1

2i
=

i∑
s=1

βs
2s

=
i−1∑
s=1

βs
2s

+
1

2i
,

где βs ∈ {0, 1}, s ∈ {1, . . . , i}. Заметим, что βi = 1, так как
число (2k − 1) нечетное.

Обозначим

ri2k−1 =
i∑

s=1

2βs
3s

=
i−1∑
s=1

2βs
3s

+
2

3i
, li2k−1 =

i−1∑
s=1

2βs
3s

+
1

3i
,

I i2k−1 = (li2k−1, r
i
2k−1) .

В частности,

I11 = (1/3, 2/3), I21 = (1/9, 2/9), I23 = (7/9, 8/9), . . . .

По определению,

Γ = [0, 1] \
∪

i∈N, k∈{1,...,2i−1}

I i2k−1 .
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Напомним, что на множестве [0, 1] \ Γ функция g0 опре-
деляется при помощи соотношений

g0(x) =
2k − 1

2i
, если x ∈ I i2k−1 ,

а на Γ эта функция однозначно продолжается по непре-
рывности.

3. Построение F -функции, заданной на
квадрате, которая не является постоянной на

компонентах связности замыкания своего
множества S-отделенных точек.

Пусть M = [0, 1]× [0, 1]. Рассмотрим функцию

f0 : ∂M → R,

определенную следующим образом:

f0(x, y) =

{
g0(x), если y = 0,

x, если y = 1 или x ∈ {0, 1}.

Эта функция линейна на верхнем основании квадрата, яв-
ляется лестницей Кантора на нижнем основании и посто-
янна на каждой из боковых сторон. Ясно, что f0 непре-
рывна на ∂M = ({0, 1} × [0, 1]) ∪ ([0, 1]× {0, 1}).

Обозначим через

âi2k−1 = (ri2k−1, 0) ∈M

правый конец интервала I i2k−1×{0}, i ∈ N, k ∈ {1, . . . , 2i−1},
и пусть

Bi = [0, 1]× [1/2i, 1/2i−1] , i ∈ N .
Тогда, очевидно, что M = ([0, 1]× {0}) ∪

∪
i∈NB

i.
Будем последовательно продолжать функцию f0 по ин-

дукции на полосы Bi.
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Обозначим

Di = ∂M ∪
∪

s∈{1,...,i}

Bs , i ∈ N .

Условимся для любых точек z1, z2 ∈ R2 обозначать через
[z1, z2] прямолинейный отрезок, соединяющий эти точки.

База индукции. Пусть i = 1.
Рассмотрим точки a10 = (0, 1), a12 = (1, 1). Пусть также

a11 = (1/2, 1)— середина отрезка [a10, a
1
2]. Рассмотрим отре-

зок J1
1 = [a11, â

1
1].

Обозначим b10 = (0, 1/2), b12 = (1, 1/2). Пусть b11 — точ-
ка пересечения отрезков [b10, b

1
2] и J1

1 , а S1
1 и S1

2 — четырех-
угольники с вершинами (a10, a

1
1, b

1
1, b

1
0) и (a11, a

1
2, b

1
2, a

1
1), соот-

ветственно.
Определим функцию f1 : D1 → R следующим образом.
Пусть f1(z) = f0(z), если z ∈ ∂M . Тогда f1(a

1
1) = 1/2.

Положим f1(z) = g0(â
1
1) = 1/2, если z ∈ B1 ∩ D1. Тогда

f1(b
1
1) = 1/2.

Пусть [α1
m−1, α

1
m]— пересечение горизонтального отрез-

ка [0, 1] × {y}, y ∈ [1/2, 1], с трапецией S1
m, m = 1, 2. В

точках α1
k(y) ∈ ({0}× [0, 1])∪ J1

1 ∪ ({1}× [0, 1]) функция f1
уже определена, f1(α1

k(y)) = k/2, k = 0, 1, 2. Продолжим
f1 линейно на отрезок [α1

m−1(y), α
1
m(y)], m = 1, 2.

Легко видеть, что f1(x, 1) = f0(x, 1), x ∈ [0, 1].
Из построения также ясно, что ограничение f |S1

m
непре-

рывно для m = 1, 2. Кроме того, функция f1|∂M = f0|∂M
тоже непрерывна. Так как множества S1

1 , S1
2 и ∂M обра-

зуют конечное замкнутое покрытие пространства D1, то
функция f1 непрерывна на D1 (см. [3]).

Шаг индукции. Пусть i > 1.
Обозначим через p1, p2 : R2 → R координатные проек-

ции p1(x, y) = x, p2(x, y) = y, (x, y) ∈ R2.
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Предположим, что уже построен набор попарно не пе-
ресекающихся отрезков

Js2k−1 = [as2k−1, â
s
2k−1], s ∈ {1, . . . , i− 1}, k ∈ {1, . . . , 2s−1} ,

таких что p1(as2k−1) ∈ (0, 1), p2(as2k−1) = 1/2s−1 для всех s и
k.

Пусть уже также построена также непрерывная функ-
ция fi−1 : Di−1 → R, удовлетворяющая следующим усло-
виям:

• fi−1|∂M = f0;
• fi−1( · , y) : [0, 1] → R монотонно возрастает от 0 до
1 при каждом фиксированном y ∈ [1/2i−1, 1];
• Js2k−1∩Di−1 ⊂ f−1

i−1((2k−1)/2s), s ∈ {1, . . . , i−1}, k ∈
{1, . . . , 2s−1} (в частности, fi−1(â

s
2k−1) = g0(â

s
2k−1)).

Пусть k = (2m − 1)2i−s−1 ∈ {1, . . . , 2i−1}. Обозначим
через bi−1

k точку пересечения отрезков [0, 1] × {1/2i−1} и
Js2m−1. Отметим, что (2m − 1)/2s = k/2i−1. Пусть также
bi−1
0 = (0, 1/2i−1), bi−1

2i−1 = (1, 1/2i−1). Из свойств функции
fi−1 следует, что

fi−1(b
i−1
k ) =

k

2i−1
, k ∈ {0, 1, . . . , 2i−1} .

Предположим, что, в дополнение к предыдущим свой-
ствам, функция fi−1 удовлетворяет еще такому условию:

• функция fi−1 линейна на каждом отрезке [bi−1
k−1, b

i−1
k ],

k ∈ {1, . . . , 2i−1}.
Наша цель — построить набор попарно не пересекающих-

ся отрезков J i2k−1 = [ai2k−1, â
i
2k−1], k ∈ {1, . . . , 2i−1} и непре-

рывную функцию fi : D
i → R такие, чтобы

a) fi|Di−1 = fi−1;
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b) набор отрезков Js2k−1, s ∈ {1, . . . , i}, k ∈ {1, . . . , 2s−1},
и функция fi удовлетворяли условиям, которые ана-
логичны нашим предположениям, перечисленным
выше.

Обозначим ai2k = bi−1
k , k ∈ {0, . . . , 2i−1}. Пусть ai2k−1 —

середина отрезка [ai2k−2, a
i
2k] = [bi−1

k−1, b
i−1
k ], k ∈ {1, . . . , 2i−1}.

Из линейности функции fi−1 на этих отрезках следует, что

(3.1) fi−1(a
i
k) =

k

2i
, k ∈ {0, 1, . . . , 2i} .

Пусть k = (2m− 1)2i−s ∈ {1, . . . , 2i − 1}. Обозначим

âik = âs2m−1.

Ясно, что g0(âik) = g0(â
s
2m−1) = (2m− 1)/2s = k/2i.

Обозначим J ik = [aik, â
i
k], k ∈ {1, . . . , 2i − 1}. Из построе-

ния легко видеть, что если число k = (2m− 1)2i−s четное,
то J ik ⊂ Js2m−1. Поэтому

(3.2)
(
[0, 1]×

[
0, 1

2i−1

])
∩

(
i−1∪
s=1

2s−1∪
m=1

Js2m−1

)
=

2i−1∪
k=1

J i2k .

Функции g0, fi−1( · , 1/2i−1) : [0, 1]→ R монотонно неубы-
вают по построению. При этом выполнены равенства

0 < fi−1(a
i
1) < · · · < fi−1(a

i
2i−1) < 1 ,

0 < g0(â
i
1) < · · · < g0(â

i
2i−1) < 1 .

Поэтому, как легко сообразить, отрезки

J ik, k ∈ {1, . . . , 2i − 1},
попарно не пересекаются.

Следовательно, (см. равенство (3.2)), отрезки из набора
Js2k−1, s ∈ {1, . . . , i}, k ∈ {1, . . . , 2s−1}, попарно не пересе-
каются.
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Положим fi|Di−1 = fi−1 : D
i−1 → R, в частности

fi(z) =

{
0, если p1(z) = 0,

1, если p1(z) = 1.

Пусть еще fi(z) = k/2i, если z ∈ J ik∩Bi, k ∈ {1, . . . , 2i−1}.
Пусть bi0 = (0, 1/2i), bi2i = (1, 1/2i). Обозначим через bik

точку пересечения отрезков [bi0, b
i
2i ] = [0, 1] × {1/2i} и J ik,

k ∈ {1, . . . , 2i − 1}.
Отрезки J ik разбивают прямоугольник

Bi = [0, 1]× [1/2i, 1/2i−1]

на трапеции Si1, . . . , S
i
2i (см. Рис. 1). Вершинами четырех-

угольника Sik служат точки aik−1, a
i
k, b

i
k, b

i
k−1, k ∈ {1, . . . , 2i}

(Рис. 2).
Пусть [αik−1(y), α

i
k(y)] — пересечение горизонтального от-

резка [0, 1] × {y}, y ∈ [1/2i, 1/2i−1], с четырехугольником
Sik. В точках

αik(y) ∈ ({0} × [0, 1]) ∪ ({1} × [0, 1]) ∪
2i−1∪
m=1

J im ,

функция fi уже определена,

(3.3) fi(α
i
k(y)) =

k

2i
, k ∈ {1, . . . , 2i} .

Также функция fi определена и линейна по нашим пре-
дыдущим предположениям на верхней стороне [aik−1, a

i
k]

каждой трапеции Sik, k ∈ {1, . . . , 2i}. Продолжим fi ли-
нейно на отрезки

[αik−1(y), α
i
k(y)], y ∈ [1/2i, 1/2i−1], k ∈ {1, . . . , 2i} .

Отметим отдельно, что, в частности, fi линейна на каждом
отрезке [bik−1, b

i
k].
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Рис. 1. Множества Js2m−1 и четырехуголь-
ники Sik, на которые они делят полосы Bi.

Легко видеть, что fi непрерывна на каждом Sik. Также
непрерывна по нашему предположению и функция

fi|Di−1 = fi−1.

Так как множества Di−1, Sik, k ∈ {1, . . . , 2i}, образуют ко-
нечное замкнутое покрытие пространства Di, то функция
fi непрерывна на Di.

Ясно, что fi|∂M = fi−1|∂M , так как ∂M ⊂ Di−1. Поэтому
fi|∂M = f0.

По построению fi монотонно возрастает от (k− 1)/2i до
k/2i на каждом из отрезков

[αik−1(y), α
i
k(y)], y ∈ [1/2i, 1/2i−1],
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Рис. 2. Четырехугольник Sik.

см. (3.3). Объединяя это с нашими предыдущими пред-
положениями относительно функции fi−1 заключаем, что
функция fi( · , y) : [0, 1]→ R монотонно возрастает от 0 до
1 при каждом фиксированном y ∈ [1/2i, 1].

Для каждого k ∈ {1, . . . , 2i−1} существует единственное
разложение k = (2m− 1)2i−s. По построению

J ik ∩Bi = Js2m−1 ∩Bi.

Следовательно,

Js2m−1 ∩Bi ⊂ f−1
i ( k

2i
) = f−1

i (2m−1
2s

),

s ∈ {1, . . . , i}, m ∈ {1, . . . , 2s−1} .
Из предыдущих предположений теперь видно, что

Js2m−1 ∩Di ⊂ f−1
i (2m−1

2s
), s ∈ {1, . . . , i}, m ∈ {1, . . . , 2s−1} .
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В частности, fi(âs2k−1) = g0(â
s
2k−1).

Повторим приведенное построение для каждого i ∈ N.
Получим набор непрерывных функций fi : Di → R, таких
что fi|Ds = fs при s < i.

Очевидно, M =
∪
i∈ND

i, поэтому определена функция

f :M → R,
f(z) = fi(z), если z ∈ Di .

Так как для каждого z, такого что p2(z) > 0, существу-
ет s ∈ N, для которого z ∈ IntDs в пространстве M , то
функция f непрерывна на множестве [0, 1]× (0, 1]. Непре-
рывность f на нижнем основании квадрата мы проверим
ниже.

Параллельно с функциями fi мы построили набор то-
чек ai2k−1, i ∈ N, k ∈ {1, . . . , 2i−1}, которые удовлетворяют
условиям p1(a

i
2k−1) ∈ (0, 1), p2(ai2k−1) = 1/2i−1. Также мы

построили набор попарно непересекающихся отрезков

J i2k−1 = [ai2k−1, â
i
2k−1],

таких что

J i2k−1 ⊂ f−1(2k−1
2i

), i ∈ N, k ∈ {1, . . . , 2i−1} .
По построению для любого фиксированного y ∈ (0, 1]

функция f( · , y) : [0, 1]→ R монотонно возрастает от 0 до
1 на отрезке [0, 1].

Фиксируем s ∈ N и m ∈ {1, . . . , 2s−1}. Рассмотрим отре-
зок Js2m−1 = [as2m−1, â

s
2m−1] и прямоугольники

Rs = [0, 1]× [0, 1
2s−1 ] , Rs

0 = [0, 1]× (0, 1
2s−1 ) .

Пускай αs2m−1(y)— точка пересечения отрезков Js2m−1 и
[0, 1]× {y}, y ∈ [0, 1/2s−1].
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Отрезок Js2m−1 разбивает полосу Rs
0 на две части

Qs
2m−1(−) = {z ∈ Rs

0 | p1(z) < p1(α
s
2m−1(p2(z)))} ,

Qs
2m−1(+) = {z ∈ Rs

0 | p1(αs2m−1(p2(z))) < p1(z)} ,
(3.4)

лежащие левее и правее этого отрезка, соответственно. По
построению

(3.5) f(Qs
2m−1(−)) ⊂ [0, 2m−1

2s
) f(Qs

2m−1(+)) ⊂ (2m−1
2s

, 1] .

Докажем, что f непрерывна во всех точках z ∈ [0, 1]×{0}.
Пусть сначала z ∈ (0, 1)× {0}. Тогда

f(z) = g0(z) = α ∈ (0, 1).

Фиксируем ε > 0. Так как числа (2k − 1)/2i, i ∈ N,
k ∈ {1, . . . , 2i−1}, все разные и при фиксированном i ∈ N
разбивают [0, 1] на отрезки длины 1/2i, то существуют s ∈
N и m ∈ {1, . . . , 2s−1}, для которых

α− ε < 2m− 1

2s
< α <

2m+ 1

2s
< α+ ε .

Непересекающиеся отрезки Js2m−1 и Js2m+1 разбивают пря-
моугольник Rs на три части. Рассмотрим множество

T = {z ∈ Rs | p1(αs2m−1(p2(z))) < p1(z) < p1(α
s
2m+1(p2(z)))}

точек Rs, лежащих между отрезками Js2m−1 и Js2m+1. Оно
представляет собой трапецию с вершинами as2m−1, as2m+1,
âs2m+1, âs2m−1.

По построению точка z лежит на нижнем основании
этой трапеции, причем z /∈ {âs2m−1, â

s
2m+1}. Следовательно

найдется окрестность U точки z в пространстве M , лежа-
щая в T .

Функция f |[0,1]×{0} = g0 монотонно неубывает, поэтому

f(U ∩ ([0, 1]× {0})) ⊆ [f(âs2m−1), f(â
s
2m+1)] = [2m−1

2s
, 2m+1

2s
] .
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Объединяя это замечание и соотношения (3.4) и (3.5) за-
ключаем, что

f(U) ⊂ f(T ) = [2m−1
2s

, 2m+1
2s

] ⊂ (α− ε, α + ε) .

Так как ε > 0 может быть выбрано произвольно, то функ-
ция f непрерывна в точке z.

Если z — одна из точек {(0, 0), (1, 0)}, то непрерывность
f в точке z доказывается аналогично, с очевидными изме-
нениями.

Итак, функция f непрерывна на M .
Найдем теперь множество D(S, ∂M) S-отделенных то-

чек и его замыкание D(S, ∂M).
Легко видеть (см. (3.4)), что для каждого

x ∈ [0, rs2m−1) = [0, p1(â
s
2m−1))

существует открытая окрестность U(z) точки z = (x, 0)

в M , такая что U(z) ∩ M̊ ⊂ Qs
2m−1. Следовательно, для

любого y ∈ U(z) ∩ M̊ выполнено неравенство

f(y) < (2m− 1)/2s.

Таким образом, все точки полуинтервала

As2m−1 = [ls2m−1, r
s
2m−1)× {0} = (Is2m−1 × {0}) \ {âs2m−1}

являются S-отделенными, так как принадлежат по постро-
ению множеству уровня f−1((2m − 1)/2s). Точка âs2m−1 не
является S-отделенной, потому что для любой окрестно-
сти V этой точки

V ∩ M̊ ∩ f−1(2m−1
2s

) ⊃ V ∩ M̊ ∩ Js2m−1 ̸= ∅ .
Заметим еще, что все точки множества

{1} × [0, 1] = f−1(1)

также являются S-отделенными.
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В работе [2] доказано следующее простое утверждение:
если точка z ∈ ∂M является S-отделенной, то z являет-
ся точкой локального максимума функции f |∂M . Из этого
следует, что для нашего примера

D(S, ∂M) = ({1} × [0, 1]) ∪
∪

i∈N, k∈{1,...,2i−1}

Ai2k−1 .

В то же время легко видеть, что

D(S, ∂M) = ([0, 1]× {0}) ∪ ({1} × [0, 1]) .

Это множество связное и f |D(S,∂M) ̸≡ Const.
Для завершения построения примера нам остается про-

верить, что f является F -функцией.
Непрерывность f мы уже доказали.
Проверим, что f открыта на M̊ = (0, 1)× (0, 1).
Пусть z = (x, y) ∈ M̊ . По построению функция

f( · , y) : [0, 1]→ R

строго монотонна, поэтому для любого достаточно малого
ε > 0 справедливы неравенства

f(x− ε, y) < f(z) < f(x+ ε, y)

и образ множества

Iε(z) = {w ∈M | x− ε < p1(w) < x+ ε, p2(w) = y}

содержится в интервале (f(x−ε, y), f(x+ε, y)) ∋ f(z). Так
как функция f непрерывна, то она принимает на интерва-
ле Iε(z) все промежуточные значения и

f(Iε(z)) = (f(x− ε, y), f(x+ ε, y)) .

Ясно, что для каждой окрестности U точки z найдется
ε > 0, такое что Iε(z) ⊂ U . Поэтому f(U) содержит вместе



О поведении F -функций 167

с точкой f(z) и ее открытую окрестность

(f(x− ε, y), f(x+ ε, y)).

Таким образом, отображение f открыто в точке z ∈ M̊ .
Из произвола в выборе z заключаем, что f открыто на M̊ .

Докажем теперь локальную связность множеств уровня
f в точках множества M̊ .

Пусть z = (x, y) ∈ M̊ . Тогда существует i ∈ N, такое что

z ∈ (0, 1)× ( 1
2i
, 1) ⊂

i∪
s=1

Bs .

По построению для каждого s ∈ N множество

M z ∩Bs = f−1(f(z)) ∩Bs

представляет собой прямолинейный отрезок, такой что

p2(M
z ∩Bs) = [1/2s, 1/2s−1].

Поэтому множество

M z ∩
( i∪
s=1

Bs
)

является конечной ломанной линией и локально-связно. А
так как (0, 1)× (1/2i, 1)— открытое подмножество

∪i
s=1B

s

в пространстве M , то M z локально-связно в каждой точке
множества (0, 1)× (1/2i, 1). В частности, и в точке z.

Из произвола в выборе z ∈ M̊ следует, что каждое мно-
жество уровня функции f локально-связно в точках M̊ .

Таким образом, функция f является F -функцией.
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Stringy Approach to the Minimal
Supersymmetric Standard Model

Yu.M. Malyuta, T.V. Obikhod

Superstring theory is applied to construct the Minimal Supersym-
metric Standard Model. The mass spectrum, partial widths and
production cross sections of superpartners are calculated. This ap-
proach gives concrete predictions for superpartner searches at the
LHC.

1. Introduction

The purpose of the present work is to construct the Min-
imal Supersymmetric Standard Model [1] from superstring
theory [2]. This aim is achieved by using the notion of de-
rived category [3]. Such approach allows to determine the
mass spectrum, partial widths and production cross sections
of superpartners.

These predictions are important from experimental point
of view as they are connected with searches for new physics
at the LHC.

2. Derived category

Derived categories are the mathematical foundation of su-
perstring theory. We consider the derived category over the
abelian category of McKay quivers. Objects of this cate-
gory are McKay quivers [3]. (numbers a, b, c denote orbifold
charges [4]), morphisms of this category are Exti groups [4].

c⃝ Yu.M. Malyuta, T.V. Obikhod, 2010
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In this approach D-branes are described by quivers, and
superstrings are described by Exti groups. The interaction
between D-branes mediated by the superstring is described
by the following diagram

3. Particle content

It was shown in [5] that the moduli space of the superstring
has the form

Ext0(Q,Q
′
) = Caa

′
+bb

′
+cc

′

Ext1(Q,Q
′
) = C3ab

′
+3bc

′
+3ca

′ (1)

Substituting in (1) orbifold charges

a = b = c = a′ = b′ = c′ = 4

and using the Langlands hypothesis [6], we obtain the real-
ization of (1) in terms of SU(5) multiplets

3× (24 + 5H + 5H + 5M + 5M + 10M + 10M) .
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This result determines the particle content of the MSSM.

4. Superpotential

The gauge invariant MSSM superpotential takes the form

WSU(5) = λdij · 5H × 5
(i)
M × 10

(j)
M +

+ λuij · 5H × 10
(i)
M × 10

(j)
M + µ · 5H × 5H ,

(2)

where 5H and 5H are Higgs multiplets, 5(i)M and 10
(j)
M are mul-

tiplets of quark and lepton superpartners, λdij, λuij are Yukawa
coupling constants and µ is the Higgs mixing parameter.

5. Mass spectrum

The analysis of Yukawa coupling constants, based on obser-
vational hints and theoretical considerations, allows to restrict
the parameter space in (2) to five free parameters [7]:

M0 = 0.01 GeV, M1/2 = 600 GeV, A0 = 0,

tanβ = 35, sgn(µ) = +1.
(3)

Using this restricted parameter set it is possible to calcu-
late the mass spectrum of superpartners by application of the
computer program SOFTSUSY [8]. This MSSM spectrum is
shown in Table 1.

Table 1
GeV GeV GeV

ũR 1187 g̃ 1354
ũL 1232 ν̃e 391 χ̃0

1 249
d̃R 1182 ẽR 224 χ̃0

2 471
d̃L 1235 ẽL 398 χ̃0

3 727
c̃R 1187 χ̃0

4 738
c̃L 1232 ν̃µ 391 χ̃±

1 470
s̃R 1182 µ̃R 224 χ̃±

2 738
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s̃L 1235 µ̃L 398
t̃1 958 h0 116
t̃2 1155 ν̃τ 379 A0 671
b̃1 1095 τ̃1 127 H0 671
b̃2 1148 τ̃2 408 H± 676

6. Partial widths

Using the parameter set (3) it is possible to calculate partial
widths of superpartners by application of the computer pro-
gram SDECAY [9]. These partial widths are shown in Tables
2, 3, 4, 5.

Table 2
channel BR channel BR

ν̃e χ̃0
1νe 1.000

ẽL χ̃0
1e 1.000

ν̃µ χ̃0
1νµ 1.000

µ̃L χ̃0
1µ 1.000

ν̃τ χ̃0
1ντ 0.072 τ̃1W

+ 0.928
τ̃2 χ̃0

1τ 0.107 τ̃1Z 0.527
τ̃1h

0 0.365
ũR χ̃0

1u 0.997 χ̃0
4u 0.002

ũL χ̃0
1u 0.013 χ̃+

1 d 0.646
χ̃0
2u 0.320 χ̃+

2 d 0.012
χ̃0
4u 0.008

d̃R χ̃0
1d 0.997 χ̃0

4d 0.002
d̃L χ̃0

1d 0.016 χ̃−
1 u 0.628

χ̃0
2d 0.317 χ̃−

2 u 0.027
χ̃0
4d 0.011

c̃R χ̃0
1c 0.997 χ̃0

4c 0.002
c̃L χ̃0

1c 0.013 χ̃+
1 s 0.646

χ̃0
2c 0.320 χ̃0

2s 0.012
χ̃0
4c 0.008

s̃R χ̃0
1s 0.997 χ̃0

4s 0.002
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s̃L χ̃0
1s 0.016 χ̃−

1 c 0.628
χ̃0
2s 0.317 χ̃−

2 c 0.027
χ̃0
4s 0.011

t̃1 χ̃0
1t 0.216 χ̃0

4t 0.032
χ̃0
2t 0.105 χ̃+

1 b 0.249
χ̃0
3t 0.171 χ̃+

2 b 0.227

Table 3
channel BR channel BR

t̃2 χ̃0
1t 0.025 χ̃+

1 b 0.247
χ̃0
2t 0.111 χ̃+

2 b 0.165
χ̃0
3t 0.114 t̃1h

0 0.045
χ̃0
4t 0.213 t̃1Z 0.080

b̃1 χ̃0
1b 0.055 χ̃−

1 t 0.390
χ̃0
2b 0.220 χ̃−

2 t 0.183
χ̃0
3b 0.063 t̃1W

− 0.047
χ̃0
4b 0.041

b̃2 χ̃0
1b 0.023 χ̃−

1 t 0.161
χ̃0
2b 0.091 χ̃−

2 t 0.425
χ̃0
3b 0.079 t̃1W

− 0.125
χ̃0
4b 0.095

g̃ d̃Ld
∗ 0.019 c̃Lc

∗ 0.020
d̃∗Ld 0.019 c̃∗Lc 0.020
d̃Rd

∗ 0.038 c̃Rc
∗ 0.036

d̃∗Rd 0.038 c̃∗Rc 0.036
ũLu

∗ 0.020 b̃1b
∗ 0.078

ũ∗
Lu 0.020 b̃∗1b 0.078

ũRu
∗ 0.036 b̃2b

∗ 0.054
ũ∗
Ru 0.036 b̃∗2b 0.054

s̃Ls
∗ 0.019 t̃1t

∗ 0.097
s̃∗Ls 0.019 t̃∗1t 0.097
s̃Rs

∗ 0.038 t̃2t
∗ 0.043

s̃∗Rs 0.038 t̃∗2t 0.043
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Table 4
channel BR channel BR

A0 bb∗ 0.858 τ̃−1 τ̃+2 0.004
τ+τ− 0.130 τ̃+1 τ̃−2 0.004
tt∗ 0.002

H0 bb∗ 0.859 τ̃−1 τ̃+1 0.003
τ+τ− 0.130 τ̃−1 τ̃+2 0.002
tt∗ 0.002 τ̃+1 τ̃−2 0.002

H+ cb∗ 0.001 tb∗ 0.818
τ+ντ 0.169 τ̃+1 ν̃τ 0.010

χ̃0
1 ẽ−Re

+ 0.032 µ̃+
Rµ

− 0.032
ẽ+Re

− 0.032 τ̃−1 τ+ 0.436
µ̃−
Rµ

+ 0.032 τ̃+1 τ− 0.436
χ̃0
2 χ̃0

1Z 0.001 τ̃−2 τ+ 0.037
χ̃0
1h

0 0.010 τ̃+2 τ− 0.037
ẽ−Le

+ 0.056 ν̃eν
∗
e 0.064

ẽ+Le
− 0.056 ν̃∗eνe 0.064

µ̃−
Lµ

+ 0.056 ν̃µν
∗
µ 0.064

µ̃+
Lµ

− 0.056 ν̃∗µνµ 0.064
τ̃−1 τ+ 0.135 ν̃τν

∗
τ 0.081

τ̃+1 τ− 0.135 ν̃∗τ ντ 0.081
χ̃0
3 χ̃0

1Z 0.080 χ̃0
2h

0 0.007
χ̃0
2Z 0.193 τ̃−1 τ+ 0.088

χ̃+
1 W

− 0.211 τ̃+1 τ− 0.088
χ̃−
1 W

+ 0.211 τ̃−2 τ+ 0.051
χ̃0
1h

0 0.016 τ̃+2 τ− 0.051

Table 5
channel BR channel BR

χ̃0
4 χ̃0

1Z 0.016 µ̃−
Rµ

+ 0.001
χ̃0
2Z 0.009 µ̃+

Rµ
− 0.001

χ̃+
1 W

− 0.208 τ̃−1 τ+ 0.061
χ̃−
1 W

+ 0.208 τ̃+1 τ− 0.061
χ̃0
1h

0 0.069 τ̃−2 τ+ 0.058
χ̃0
2h

0 0.171 τ̃+2 τ− 0.058
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ẽ−Le
+ 0.005 ν̃eν

∗
e 0.009

ẽ+Le
− 0.005 ν̃∗eνe 0.009

ẽ−Re
+ 0.001 ν̃µν

∗
µ 0.009

ẽ+Re
− 0.001 ν̃∗µνµ 0.009

µ̃−
Lµ

+ 0.005 ν̃τν
∗
τ 0.010

µ̃+
Lµ

− 0.005 ν̃∗τ ντ 0.010
χ̃+
1 ν̃ee

+ 0.135 µ̃+
Lνµ 0.108

ν̃µµ
+ 0.135 τ̃+1 ντ 0.261

ν̃ττ
+ 0.176 τ̃+2 ντ 0.067

ẽ+Lνe 0.108 χ̃0
1W

+ 0.010
χ̃+
2 ν̃ee

+ 0.009 τ̃+2 ντ 0.051
ν̃µµ

+ 0.009 χ̃+
1 Z 0.206

ν̃ττ
+ 0.105 χ̃0

1W
+ 0.079

ẽ+Lνe 0.020 χ̃0
2W

+ 0.214
µ̃+
Lνµ 0.020 χ̃+

1 h
0 0.183

τ̃+1 ντ 0.104

7. Cross sections

Using the parameter set (3) it is possible to calculate pro-
duction cross sections of superpartners by application of the
computer program PYTHIA [10]. These cross sections at
center-of-mass energy

√
s = 14 TeV are shown in Table 6.

Table 6
channel cross section
gg → g̃g̃ σg̃g̃ = 0.307 pb
gu → g̃ũ σg̃ũ = 0.891 pb
du → d̃ũ σd̃ũ = 0.466 pb

uu → χ̃+
1 χ̃

−
1 σχ̃+

1 χ̃−
1

= 0.157 pb
du → χ̃+

1 χ̃
0
2 σχ̃+

1 χ̃0
2

= 0.208 pb

8. Comparison with experiments

Comparison of the predicted MSSM spectrum with experi-
mental data obtained at the LEP and TEVATRON [11] (see
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Table 7) shows, that the calculated masses exceed the lower
limits on masses reached at colliders.

New searches for superpartners will be made at the LHC.

Table 7
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S1-функции Ботта и несингулярные
потоки Морса-Смейла на многообразиях

В. В. Шарко

Вивчаються S1-функцii Морса-Ботта на гладких многовидах. Ви-
користовуючи S1-функцii Морса-Ботта, як функцii Ляпунова для
несингулярних потокiв Морса-Смейла на многовидах знайдено
критерii вiдсутностi у них закручених замкнених орбiт.

Investigate S1-Morse-Bott functions on smooth manifolds. Using S1-
Morse-Bott functions as Lyapunov functions for non-singular Morse-
Smale flows on manifolds were found criteria absence they of twisted
closed orbits.

1. Введение

Обозначим через Xr(Mn) пространство Cr-векторных по-
лей на гладком замкнутом многообразии Mn. Простран-
ство Xr(Mn) содержит открытое множество, состоящее из
векторных полей Морса-Смейла. Как известно, инвари-
антные множества потоков, порожденных векторными по-
лями Морса-Смейла, состоят из гиперболических точек и
замкнутых орбит. Окрестности замкнутых орбит бывают
двух типов: закрученными и незакрученными (см. опреде-
ления в разделе 4).

В этой работе мы рассматриваем вопрос, когда у несин-
гулярного векторного поля Морса-Смейла все за-
мкнутые орбиты являются незакрученными.

Для этого исследуются, так называемые, S1-функцией
Ботта на многообразии Mn, т.е. функции, у которых кри-
тические точки образуют невырожденные окружности.

c⃝ Шарко В. В., 2010
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Рассмотрение таких функций обусловлено тем обстоя-
тельством, что для любого несингулярного векторного по-
ля Морса-Смейла всегда существует функция Ляпунова,
которая является S1-функцией Ботта.

С S1-функциями Ботта на многообразии Mn тесно свя-
зан более гибкий объект — разложение многообразия Mn

на круглые ручки. В свою очередь, для исследования раз-
ложения многообразияMn на круглые ручки используется
диаграмма, т.е. некоторый граф, который несет информа-
цию о круглых ручках.

Предложение 4.2 дает локальный критерий, когда все
орбиты несингулярного векторного поля Морса-Смейла на
произвольном замкнутом многообразии будут незакручен-
ными.

В предложение 4.3 приведен другой критерий отсутствия
у векторного поля Морса-Смейла на замкнутом односвяз-
ном многообразии Mn незакрученных орбит (n > 5).

2. S1-функции Ботта

Пусть Mn — гладкое многообразие, f : Mn → [0, 1]—
гладкая функция и x ∈ Mn — ее критическая точка. Рас-
смотрим гессиан Γx(f) : Tx × Tx → R в этой точке. На-
помним, что индексом гессиана называется максимальная
размерность подпространства Tx на котором Γx(f) отри-
цательно определен. Индекс Γx(f) называется индексом
критической точки x, а коранг Γx(f)— её корангом. Пред-
положим, что множество критических точек функции f
образует несвязное объединение гладких подмногообразий
Ki
j размерностей не превышающей n−1. Связное критиче-

ское подмногообразие Ki0
j0

называется невырожденным,
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если гессиан невырожден на подпространствах нормаль-
ным к Ki0

j0
(т.е. имеет коранг равный n−i0) в каждой точке

x ∈ Ki0
j0

.

Определение 1. Функция f : Mn → [0, 1] называется
функцией Ботта, если все ее критические точки образу-
ют невырожденные критические гладкие подмногообра-
зия непересекающиеся с краем Mn.

Рассмотрим один важный случай функций Ботта.

Определение 2. Функция f : Mn → [0, 1] называется
S1-функцией Ботта, если все ее критические точки об-
разуют невырожденные критические окружности.

Заметим, что S1-функции Ботта существуют не на вся-
ком гладком многообразии [12]. S1-функции Ботта изуча-
ли и использовали многие авторы [1-7, 9, 11, 14]. Следую-
щую теорему можна найти в [8,11].

Теорема 1. Пусть Mn — гладкое замкнутое многообра-
зие, f : Mn → [0, 1]— S1-функция Ботта и γ ⊂ Mn — ее
критическая окружность. Существует система коорди-
нат в окрестности γ одного из двух типов:

1) тривиальная ν : S1 ×Dn−1(ε) → Mn , где Dn−1(ε)—
диск радиуса ε, ν(S1 × 0) = γ и

f(ν(θ, x)) = −x21 − . . .− x2λ + x2λ+1 + . . .+ x2n−1,

для (θ, x) ∈ S1 ×Dn−1(ε),
2) скрученная τ : ([0, 1] × Dn−1(ε)/ ∼) → Mn, где τ —

гладкое вложение, такое, что (τ([0, 1])× 0/ ∼) = γ и

f(τ(t, x)) = −x21 − . . .− x2λ + x2λ+1 + . . .+ x2n−1,

для (t, x) ∈ (τ : [0, 1] × Dn−1(ε)/ ∼). Здесь пространство
[0, 1]×Dn−1(ε)/ ∼ диффеоморфно S1×Dn−1(ε) с помощью
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отождествления 0 ×Dn−1(ε) и 1 ×Dn−1(ε) посредством
отображения

(0, x1, . . ., xλ, xλ+1, . . ., xn−1)↔ (1,−x1, . . ., xλ,−xλ+1, . . ., xn−1).

Число λ называется индексом критической окружно-
сти γ.

Пусть Mn — гладкое многообразие и f : Mn → [0, n]—
S1-функция Ботта. Говорят, что f — правильная S1-функ-
ция Ботта, если подмногообразие Mi(f) = f−1[0, i + 1

2
]

содержит все замкнутые орбиты индексов λ ≤ i. Каж-
дая правильная S1-функция Ботта определяет фильтра-
цию многообразия Mn

M0(f) ⊂M1(f) ⊂ . . . ⊂Mn−1(f) ⊂Mn.

Известно, [11], что существование на многообразии пра-
вильных S1-функций Ботта эквивалентно разложению это-
го многообразия на круглые ручки. Напомним необходи-
мые определения.

Определение 3. n-мерной круглой ручкой Rλ индекса λ
называется

Rλ = S1 ×Dλ ×Dn−λ−1,

где Di — диск размерности i.
Скрученной (twisted) n-мерной круглой ручкой TRλ ин-

декса λ (0 < λ < n−1) называется фактор-пространство

TRλ = [0, 1]×Dλ ×Dn−λ−1/ ∼,
где отождествление задается посредством отображения:

(0, x1, . . ., xλ, xλ+1, . . ., xn−1)↔ (1,−x1, . . ., xλ,−xλ+1, . . ., xn−1).

По-видимому, Терстон, [15], первым отметил, что су-
ществование на многообразии S1-функций Ботта эквива-
лентно разложению этого многообразия на круглые ручки.
Опишем этот факт подробнее.
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Определение 4. Говорят, что многообразие Mn
λ полу-

чено из гладкого многообразия Mn с помощью приклейки
круглой ручки индекса λ, если

Mn
λ =Mn

∪
φ

S1 ×Dλ ×Dn−λ−1,

где φ : S1 × ∂Dλ ×Dn−λ−1 −→ ∂Mn — гладкое вложение.
Многообразие Mn

λ получено из гладкого многообразия Mn

с помощью приклеивания скрученной круглой ручки ин-
декса λ, если

Mn
λ =Mn

∪
φ

[0, 1]×Dλ ×Dn−λ−1/ ∼,

где φ : [0, 1]× ∂Dλ×Dn−λ−1/ ∼−→ ∂Mn — гладкое вложе-
ние.

Определение 5. Разложением гладкого многообразия
Mn на круглые ручки называется фильтрация

∂Mn × [0, 1] =Mn
0 (R) ⊂Mn

1 (R) ⊂ . . . ⊂Mn
n−1(R) =Mn,

где многообразие Mn
i (R) получено из многообразия Mn

i−1(R)
с помощью приклеивания круглых и скрученных круглых
ручек индекса i. В случае, когда Mn — замкнутое много-
образие фильтрация начинается с круглых ручек индекса
0.

Напомним связь между S1-функциями Ботта и разло-
жением на круглые ручки, [11].

Теорема 2. Пусть Mn — гладкое замкнутое многообра-
зие. Следующие два условия эквивалентны:

1) тривиальная ν : S1 ×Dn−1(ε) → Mn , где Dn−1(ε)—
диск радиуса ε, ν(S1 × 0) = γ и

f(ν(θ, x)) = −x21 − . . .− x2λ + x2λ+1 + . . .+ x2n−1,
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для (θ, x) ∈ S1 ×Dn−1(ε),
2) скрученная τ : ([0, 1] × Dn−1(ε)/ ∼) → Mn, где τ —

гладкое вложение, такое, что (τ([0, 1])× 0/ ∼) = γ и

f(τ(t, x)) = −x21 − . . .− x2λ + x2λ+1 + . . .+ x2n−1,

для (t, x) ∈ (τ : [0, 1] × Dn−1(ε)/ ∼). Здесь фактор-про-
странство [0, 1]×Dn−1(ε)/ ∼ диффеоморфно S1×Dn−1(ε)
с помощью отождествления 0 × Dn−1(ε) и 1 × Dn−1(ε)
посредством отображения

(0, x1, . . ., xλ, xλ+1, . . ., xn−1)↔ (1,−x1, . . ., xλ,−xλ+1, . . ., xn−1).

Таким образом каждая правильная S1-функция Ботта
на многообразии Mn, порождает разложение Mn на круг-
лые ручки и наоборот.

Д. Азимову принадлежит следующий результат [5]

Теорема 3. Пусть Mn — гладкое замкнутое многообра-
зие (n > 3) и эйлерова характеристика χ(Mn) = 0. Тогда
Mn допускает разложение на круглые ручки.

Для 3-многообразий ситуация значительно сложнее —
существуют замкнутые трехмерные многообразия не до-
пускающие разложение на круглые ручки, [1,12].

Поскольку нас интересуют условия, когда S1-функция
Ботта на многообразии Mn обладает тем свойством, что
все ее критические окружности имеют тривиальные си-
стемы координат, напомним необходимые факты, [4].

По определению n-мерной ручкой Hλ индекса λ назы-
вается произведение

Hλ = Dλ ×Dn−λ.

Говорят, что гладкое многообразие Mn
λ получено из глад-

кого многообразия Mn с помощью приклеивания ручки
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индекса λ, если

Mn
λ =Mn

∪
φ

Dλ ×Dn−λ,

где φ : ∂Dλ ×Dn−λ −→ ∂Mn — гладкое вложение. ∂Dλ × 0
(Dλ×0) называется средней сферой (диском), а ∂Dn−λ×0
(Dn−λ×0)— косредней сферой (диском) ручки Dλ×Dn−λ.

Разложение гладкого многообразия Mn на ручки назы-
вается фильтрация

∂Mn × [0, 1] =Mn
0 ⊂Mn

1 ⊂ . . . ⊂Mn
n =Mn,

где многообразие Mn
i получено из многообразия Mn

i−1 с
помощью приклеивания ручек индекса i. В случае, когда
Mn — замкнутое многообразие фильтрация начинается с
ручек индекса 0.

Между разложением многообразия на круглые ручки и
обычные ручки существует тесная связь, в [5] доказана
следующая лемма

Лемма 1. Пусть Mn = Mn
1 +Hλ +Hλ+1 — гладкое мно-

гообразие полученное из многообразия с краем Mn
1 с по-

мощью приклеивания ручек индексов λ и λ + 1, которые
не пересекаются (n > 2). Тогда, если λ > 0, многообразие
Mn представимо в виде Mn =Mn

1 +Rλ, где Rλ обозначает
круглую ручку индекса λ.

Имеет место утверждение.

Лемма 2. Пусть Mn — гладкое многообразие (n > 2),
получено из многообразия с краем Mn

1 с помощью при-
клеивания круглой (или скрученной круглой) ручки ин-
декса λ > 0. Тогда многообразие Mn представимо в виде
Mn =Mn

1 +Hλ +Hλ+1.
Если приклеивалась круглая ручка Rλ, то индекс пере-

сечения Hλ и Hλ+1 будет равен 0.
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Если приклеивалась скрученная ручка TRλ, то индекс
пересечения Hλ и Hλ+1 будет равен ±2.

Доказательство. Случай, когда приклеивается круглая руч-
ка доказан в [4] (лемма VIII.2). Если к многообразию Mn

1

приклеивается скрученная ручка TRλ, то рассуждения,
фактически, аналогичные. Пусть

φ : [0, 1]× ∂Dλ ×Dn−λ−1/ ∼ −→ ∂Mn
1

приклеивающее отображение.
Представим φ([0, 1] × 0 × 0/ ∼)— в виде суммы двух

отрезков I1 и I2 таких, что

I1 ∩ I2 = ∂I1 = ∂I2, I1 ∪ I2 = φ([0, 1]× 0× 0/ ∼).
Рассмотрим подмногообразие Hλ = I1×Dλ×Dn−λ−1, оче-
видно его можно считать ручкой индекса λ, которая при-
клеивается к ∂Mn

1 по множеству ∂Dλ ×Dn−λ−1 × I1 с по-
мощью oграничения отображения φ. Очевидно, что мно-
гообразие

Hλ+1 = TRλ \ (I1 ×Dλ ×Dn−λ−1) = I2 ×Dλ ×Dn−λ−1

является ручкой индекса λ + 1, которая приклеивается к
∂(Mn

1 ∪Hλ) по множеству (∂I2×Dλ ∪ I2× ∂Dλ)×Dn−λ−1.
По построению индекс пересечения этих двух ручек равен
±2. �

Справедлива следующая лемма.

Лемма 3. Пусть Mn — гладкое замкнутое многообразие,
f : Mn → [0, 1]— S1-функция Ботта, c— ее критическое
значение и пусть ε > 0, такое, что на отрезке [c−ε, c+ε]
других критических значений нет. Предположим, что на
поверхности уровня f−1(c) лежат критические окруж-
ности γ1, . . ., γk индексов λ1, . . ., λk с тривиальными си-
стемами координат и критические окружности γ̃1, . . ., γ̃l
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индексов µ1, . . ., µl со скрученными системами координат.
Тогда группы гомологий

H∗(f
−1[c− ε, c+ ε], f−1(c− ε),Z)

порождены в точности ручками, которые соответству-
ют критическим окружностям

γ1, . . ., γk, γ̃1, . . ., γ̃l.

А именно: каждая окружность γi порождает две под-
группы изоморфные Z, одна выделяется прямым слагае-
мым в группе гомологий

Hλi(f
−1[c− ε, c+ ε], f−1(c− ε),Z),

а другая — в группе гомологий

Hλi+1
(f−1[c− ε, c+ ε], f−1(c− ε),Z).

Каждая окружность γ̃j порождает подгруппу Z2, выде-
ляющуюся прямым слагаемым в группе

Hµj(f
−1[c− ε, c+ ε], f−1(c− ε),Z).

Доказательство. Рассмотрим ассоциированные с функци-
ей f разложение многообразия (f−1[c − ε, c + ε] на круг-
лые и скрученные круглые ручки. Поскольку критические
окружности лежат на одном уровне разложение на круг-
лые и скрученные круглые ручки можна выбрать так, что-
бы эти ручки не пересекались между собой. Если заме-
нить круглые ручки обычными ручками, то из предыду-
щей леммы следует, что каждая скрученная круглая ручка
индекса λ порождает в гомологиях подгруппу изоморф-
ную Z2 в размерности λ, а каждая круглая ручка индекса
λ порождает в гомологиях две подгруппы изоморфные Z
в размерностях λ и λ+ 1. �
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Следствие 1. Пусть Mn — гладкое замкнутое многооб-
разие, f : Mn → [0, 1]— S1-функция Ботта, c1, . . ., ck —
ее критические значения и пусть εi > 0(1 ≤ i ≤ k), та-
кие, что на отрезке [ci − εi, ci + εi] других критических
значений нет. Тогда на поверхности уровня f−1(ci) ле-
жат только критические окружности с тривиальными
системами координат тогда и только тогда, когда нену-
левые группы гомологий

H∗(f
−1[ci − εi, ci + εi], f

−1(ci − εi),Z)
— свободные абелевы группы.

Таким образом мы имеем гомологический критерий, ко-
гда у S1-функции Ботта отсутствуют критические окруж-
ности со скрученными системами координат. В следующей
главе мы укажем еще один класс S1-функция Ботта, у ко-
торых отсутствуют критические окружности со скручен-
ными системами координат.

3. Диаграммы S1-функций Ботта и их
применение

В этой главе для изучения S1-функций Ботта мы на-
помним определение разбиений диаграмм, [4]. Разбие-
ния диаграмм хорошо отражают архитектуру S1-функций
Ботта, особенно для односвязных многообразий.

Рассмотрим разложение замкнутого гладкого многооб-
разия Mn на ручки

Mn
0 ⊂Mn

1 ⊂ . . . ⊂Mn
n =Mn,

где многообразие Mn
i получено из многообразия Mn

i−1 с
помощью приклейки ручек индекса i. Положим

Ci = Hi(M
n
i ,M

n
i−1,Z) ≈ Z⊕ . . .⊕ Z︸ ︷︷ ︸

ki

,
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где ki — число ручек индекса i. Средние диски ручек ин-
декса i задают базис группы гомологий Hi(M

n
i ,M

n
i−1,Z).

Используя точную гомологическую последовательность
тройки Mn

i−1 ⊂ Mn
i ⊂ Mn

i+1 можно построить цепной ком-
плекс свободных абелевых групп:

(C, ∂) : C0 ← . . .← Ci−1
∂i←− Ci

∂i+1←−− Ci+1 ← . . .← Cn,

гомологии, которого совпадают с гомологиями многообра-
зия Mn.

Предположим, что многообразиеMn — ориентированное.
Выбор ориентации позволяет ориентировать средние и ко-
средние сферы ручек, что позволяет определять гомоло-
гические индексы пересечений средних и косредних сфер
ручек индексов λ и λ+ 1 в подмногообразии ∂Mn

λ . Таким
образом гомоморфизм ∂λ задается матрицей гомологиче-
ских индексов пересечений средних и косредних сфер со-
ответствующих ручек в подмногообразии ∂Mn

λ .
Если каждой ручке поставить в соответствие вершину, а

ребрами соеденить те вершины, для которых соответству-
ющие ручки имеют ненулевой индекс пересечения, то мы
получим некоторый граф. Однако строения этого графа
будет сложным и его можно упростить.

Известно, [4], что с помощью операции сложения ручек
все матрицы гомоморфизмов ∂i (0 ≤ i ≤ n) можно сделать
диагональными принадлежащими одному из следующих 7
видов:

1) (0)— нулевой,
2) (E)— единичной,

3) A =

(
a11 0 ··· 0
0 a22 ··· 0
··· ··· ··· ···
0 ··· ··· akk

)
, где |aii| > 1 и |aii| делит |ai+1i+1|

(1 ≤ i < k − 1),
4) (0)⊕ (E),



S1-функции Ботта и потоки Морса-Смейла 189

5) (0)⊕ (A),
6) (E)⊕ (A),
7) (0)⊕ (E)⊕ (A).

Предположим, что Mn — односвязно, n > 5 и отсутству-
ют ручки индексов 1 и n− 1. Тогда можно добиться, что-
бы гомологические индексы пересечений соответствующих
средних и косредних сфер совпадали с их геометрически-
ми индексами пересечений.

Таким образом пара соседних ручек индексов λ и λ+ 1
может либо не пересекаться, либо иметь индексы пересе-
чения ±1, ±2 или ±m, где |m| > 2. Поскольку эйлерова ха-
рактеристика замкнутого гладкого многообразия Mn, ко-
торое допускает разложение на круглые ручки равна ну-
лю, то для разложение Mn на ручки можно ввести вве-
сти следующий объект — диаграмму. Диаграмма пред-
ставляет собой несвязный граф, вершины, которого соот-
ветствуют ручкам, а ребра соединяют вершины в том и
только том случае, если индекс пересечения соответству-
ющих ручек ненулевой. Более точно,

Определение 6. Ωn называется диаграммой длины
n, если на плоскости задана n+ 1 совокупность точек

a10, . . . , a
1
k0
; a11, . . . , a

1
k1
; . . . ; an1 , . . . , a

n
kn ,

которые удовлетворяют следующим условиям:
1) для некоторых i множество (ai1, . . . , a

i
ki
) может быть

пустым,
2) k0 − k1 + k2 − . . .+ (−1)nkn = 0,
3) точка из множества (ai1, . . . , a

i
ki
) (1 < i < n − 1)

может быть соединена либо только с одной точкой из
множества (ai−1

1 , . . . , ai−1
ki−1

) либо только с одной точкой
из (ai+1

1 , . . . , ai+1
ki+1

) одним из трех способов:
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Совокупность точек a01, . . . , a
1
k0
; . . . ; ai1, . . . , a

i
ki

будем на-
зывать i-м остовом диаграммы Ωn.

Точка, которая на диаграмме не соединена с какой либо
другой точкой, называется свободной. Если в диаграмме
имеется фрагмент

,
то aii называется полусвободной точкой (индекс пересе-
чения соответствующих ручек равен ±2). Если существует
фрагмент

,
то aii называется зависимой точкой (индекс пересечения
соответствующих ручек равен ±m). Фрагмент

называется вставкой в размерности i (индекс пересече-
ния соответствующих ручек равен ±1).
Определение 7. Пара точек из размерности i и i+1 на-
зывается независимой в размерности i, если между
ними нет соединений или если они образуют фрагмент.

В дальнейшем будем разбивать диаграмму на непересе-
кающиеся пары независимых точек. Сделаем одно ограни-
чение для фрагментов диаграммы вида

Запрещается одновременно разбивать любой из фраг-
ментов на пары вида (aij, a

i+1
t ), (aik, a

i+1
l ).
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Определение 8. Если диаграмму Ωn можна предста-
вить в виде объединения непересекающихся независимых
пар точек, то будем считать, что она допускает раз-
биение. Пары точек (aij, a

i+1
k ) этого разбиения назовем

вершинами разбиения в размерности i.

В дальнейшем фиксированное разбиение диаграммы Ωn

будем обозначать через Ωn(σ). Может оказаться, что диа-
грамма Ωn не допускает разбиения, поскольку в некото-
рых размерностях не будет хватать точек для образования
независимых пар.

Определение 9. Стабилизацией диаграммы Ωn в раз-
мерности i называется диаграмма вида Ω

S(i)
n = Ωn ∪

i
Ai,

где Ai — новые вставки в размерности i.

Следующий факт доказан в [4].

Лемма 4. Для каждой диаграммы Ωn существует ее
стабилизация в размерностях i1, . . ., is, обозначим её че-
рез Ω

S(i1,...,is)
n , которая допускает разбиение Ω

S(i1,...,is)
n (σ).

Определение 10. Число χi(Ωn) = ki−ki−1+. . .+(−1)i+1k0
называется i-той эйлеровой характеристикой диа-
граммы Ωn.

Очевидно, что вставка в размерности i увеличивает i-
ю эйлерову характеристику Ω

S(i)
n на единицу и не меняет

значений остальных j-х эйлеровых характеристик

χj(Ω
S(i)
n ) = χj(Ωn)

для j ̸= i.

Лемма 5. [4] Если диаграмма Ωn допускает разбиение,
то число вершин разбиения Ωn(σ) в каждой размерности
одно и то же для всех ее возможных разбиений.
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Определение 11. Пусть диаграмма Ωn допускает раз-
биение. Тогда i-тым числом Морса Mi(Ωn) называется
число вершин разбиения.

В силу леммы это число не зависит от выбора конкрет-
ного разбиения диаграммы Ωn.
Определение 12. Для диаграммы Ωn её i-тым числом
Морса называется минимум i-тых чисел Морса, взятый
по всем стабилизациям диаграммы Ωn, которые допуска-
ют разбиение.

В этом определении диаграмма Ωn не обязательно явля-
ется разбиением. Выясним, когда для разбиения диаграм-
мы Ωn на пары независимых вершин необходимо делать
вставки. Оказывается, имеется два качественно различ-
ных случая.
Определение 13. Размерность λ у диаграммы Ωn на-

зывается особой, если

χλ−1(Ωn) = χλ+1(Ωn) = 0, χλ(Ωn) = k > 0,

а диаграмма Ωn в размерностях λ и λ+1 имеет вид одного
из следующих шести вариантов.

В процессе разбиения диаграммы Ωn на пары независи-
мых точек в этой ситуации необходимо делать одну встав-
ку в размерности λ− 1 или в размерности λ+1 , что при-
водит к неоднозначности. В итоге будет разным число пар
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в размерности λ− 1 или в размерности λ+ 1, в зависимо-
сти от того, в какой размерности сделана вставка. Имеет
место лемма, [4].

Лемма 6. Диаграмма Ωn является разбиением тогда
и только тогда, когда у нее нет отрицательных i-тых
эйлеровых характеристик и особых размерностей. Число
Морса диаграммы Ωn, которая допускает разбиение, равно
Mi(Ωn) = χi(Ωn).

Определение 14. Стабилизация диаграммы Ωn назы-
вается экономной, если

1) в случае, когда χi(Ωn) = k < 0, сделано k вставок
в размерности i,

2) i— особая размерность, то сделана одна вставка
или в размерности i− 1, или в размерности i+ 1.

В дальнейшем разбиение диаграммы на независимые па-
ры точек будем производить, двигаясь с левого конца на-
право, если это необходимо. Положим ρ(N) = 1

2
(N + |N |).

Теорема 4. [4]. Пусть Ωn — произвольная диаграмма.
Тогда

Mi(Ωn) = ρ(χi(Ωn)).

Если ΩS
n — стабилизация диаграммы Ωn, то Mi(Ω

S
n) ≥

Mi(Ω)

Определение 15. Базой диаграммы Ωn называется диа-
грамма Ωn полученная из Ωn отбрасыванием всех вста-
вок.

Определение 16. Диаграмма Ωn называется точной,
если существует стабилизация Ωn, а именно Ω

S(∗)
n допус-

кающая разбиение с i-ым числом Морса, равным Mi(Ωn)
для всех i одновременно.
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Теорема 5. [4]. Для того чтобы диаграмма Ωn была точ-
ной необходимо и достаточно, чтобы у нее не было осо-
бых размерностей.

Опишем как по разложению гладкого замкнутого мно-
гообразия Mn на круглые ручки построить диаграмму Ωn.
Пусть

Mn
0 (R) ⊂Mn

1 (R) ⊂ . . . ⊂Mn
n−1(R) =Mn,

разложение Mn на круглые ручки. На основании леммы
2.2 заменим каждую круглую ручку индекса λ на две обыч-
ные ручки индексов λ и λ+1. В итоге мы получим разло-
жение многообразия Mn на ручки:

Mn
0 ⊂Mn

1 ⊂ . . . ⊂Mn
n =Mn.

Используя, это разложениеMn на ручки, построим цепной
комплекс свободных абелевых групп:

(C, ∂) : C0 ← . . .← Ci−1
∂i←− Ci

∂i+1←−− Ci+1 ← . . .← Cn.

Приведя матрицы дифференциалов ∂i к диагональному
виду, построим диаграмму Ωn. Имеет место следующий
факт:

Предложение 1. Пусть

Mn
0 (R) ⊂Mn

1 (R) ⊂ . . . ⊂Mn
n−1(R) =Mn,

разложение многообразия Mn на круглые ручки, Ωn — диа-
грамма, ассоциированная с этим разложением. Предпо-
ложим, что у диаграммы Ωn отсутствуют полусвобод-
ные вершины. Если диаграмма Ωn является экономной
стабилизацией своей базы Ωn, то у исходного разложе-
ния на круглые ручки отсутствовали скрученные круглые
ручки.
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Доказательство. Действительно, в этом случае диаграм-
мы Ωn не позволяет из вставок соорудить скрученную круг-
лую ручку. Все точки из вставок задействованы для об-
разования вершин с другими точками диаграммы. И по
условию отсутствуют полусвободые вершины. �

Замечание 1. Несложно построить пример разложе-
ния многообразия Mn на круглые ручки, среди которых
будут скрученные круглые ручки, но вместе с тем у ассо-
циированной с этим разложением диаграммы будут от-
сутствовать полусвободные вершины.

Определение 17. Пусть Mn — гладкое замкнутое мно-
гообразие. Число

χi(M
n) = µ(Hi(M

n,Z))− µ(Hi−1(M
n,Z)) + . . .

. . .+ (−1)i+1µ(H0(M
n,Z))

называется i-той эйлеровой характеристикой многооб-
разия Mn. Здесь µ(H)— минимальное число образующих
группы H.

Определение 18. Размерность λ у замкнутого много-
образия Mn называется особой, если Hλ(M

n,Z)— нену-
левая конечная группа отличная от Z2 ⊕ . . .⊕ Z2 и

χλ−1(M
n) = χλ+1(M

n) = 0.

Определение 19. Пусть Mn — гладкое замкнутое мно-
гообразие. Разложение на круглые ручки называется ква-
зиминимальным, если выполняется одна из двух воз-
можностей:

1) число круглых ручек индекса i равно ρ(χi(Mn)) + εi,
где εi = 0, если размерность i+1— неособая и εi = 1, если
размерности i+ 1— особая,
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2) количество круглых ручек индекса i равно ρ(χi(Mn)),
и если размерность i + 1— особая, то имеется только
одна ручка индекса i+ 2.

В обоих случаях число круглых ручек индекса i+1 равно
ρ(χi+1(M

n)).

Используя разложение многообразия на ручки и диа-
граммную технику, легко доказать следующий факт [4].

Предложение 2. Пусть Mn — гладкое замкнутое одно-
связное многообразие (n > 5). Тогда Mn допускает квази-
минимальное разложение на круглые ручки.

4. Потоки Морса-Смейла

ПустьMn — гладкое компактное многообразие,X — глад-
кое векторное поле на Mn. Предположим, что X являет-
ся векторным полем Морса-Смейла. Напомним, что век-
торное поле X называется полем Морса-Смейла, если у
потока φt, порожденного полем X, множество неблужда-
ющих точек Ω(X) состоит из конечного числа точек и
окружностей (замкнутых орбит), имеющих гиперболиче-
скую структуру и их устойчивые и неустойчивые много-
образия пересекаются трансверсально.

Замкнутая орбита γ называется гиперболической, ес-
ли касательное расслоение TMn, будучи ограниченным на
γ, имеет вид

TMn
γ = Ec

⊕
Eu
γ

⊕
Es
γ,

где Ec, порождено векторным полем X, а подрасслоения
Es
γ и Eu

γ инвариантны относительно Dφt. Кроме того, су-
ществуют константы C > 0 и λ > 0 такие, что

∥Dφt(ξ)∥ ≥ Ceλt∥ξ)∥, ξ ∈ Es
γ, t ≥ 0
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и
∥Dφt(η)∥ ≤ Ce−λt∥ξ)∥, η ∈ Eu

γ , t ≥ 0,

где ∥∗∥, берется в некоторой римановой метрике ρ на Mn.
Точка покоя x для φt называется гиперболической,

если касательное пространство TMn
x имеет вид

TMn
x = Eu

x

⊕
Es
x,

и выполняются предыдущие неравенства для векторов из
подпространств Eu

x и Es
x.

Устойчивые и неустойчивые многообразия замкну-
той гиперболической орбиты γ определяются посредством

W s(γ) = x : ρ(φtx, φty)→ 0,

когда t→∞ для некоторого y ∈ γ и

W u(γ) = x : ρ(φtx, φty)→ 0,

когда t→ −∞ для некоторого y ∈ γ.
Для гиперболической точки покоя x потока φt устой-

чивые и неустойчивые многообразия W s(x) и W u(x)
определяются аналогично.

Известно, что эти условия не зависят от выбора рима-
новой метрики на многообразии Mn.

Индексом замкнутой гиперболической орбиты γ (ги-
перболической точки покоя) потока φt называется размер-
ность слоя расслоения Eu

γ (размерность подпространства
Eu
x).
Замкнутая орбита γ называется незакрученной (un-

twisted), если ее неустойчивое многообразие Eu
γ — ориенти-

руемо и называется закрученной (twisted) в противном
случае.

Поле или поток Морса-Смейла называется несингуляр-
ным, если точки покоя отсутствуют. В этой работе мы
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сосредоточим наше внимание на несингулярных потоках
Морса-Смейла.

Предположим в дальнейшем, что Mn — ориентируемо.

Определение 20. Пусть γ — незакрученная замкнутая
орбита индекса λ векторного поля Морса-Смейла X на
многообразии Mn. Говорят, что γ имеет стандартную
форму, если существует такая ее координатная окрест-
ность U = (θ ∈ S1, x1, . . ., xλ, y1, . . ., yn−λ−1), в которой X
имеет вид

X =
∂

∂θ
+x1

∂

∂x1
+ . . .+xλ

∂

∂xλ
−y1

∂

∂y1
− . . .−yn−λ−1

∂

∂yn−λ−1

.

Для закрученной замкнутой орбиты индекса λ вектор-
ного поля Морса-Смейла на Mn также существует опре-
деление стандартной формы.

Окрестность закрученной замкнутой орбиты индекса λ
векторного поля Морса-Смейла является двойным накры-
тием над предыдущей окрестностью U . Более точно, пусть
Ũ = S1 ×Dn−1(ε), где

Dn−1(ε) = ((x,y) ∈ Rλ ×Rn−λ−1 : |x|2 + |y|2 ≤ ε)

и пусть проведено отождествление Ũ/ ∼ с помощью отоб-
ражения

(θ, x1, . . ., xλ, y1, . . ., yn−λ−1)↔
↔ (θ + π,−x1, x2, . . ., xλ,−y1, y2, . . ., yn−λ−1).

Заметим, что это отождествление согласовано с сужени-
ем векторного поля X на Ũ и задает новое векторное поле
X̃ на Ũ/ ∼.

Определение 21. Пусть γ̃ — закрученная замкнутая
орбита индекса λ векторного поля Морса-Смейла X на
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многообразии Mn. Говорят, что орбита γ̃ имеет стан-
дартную форму, если существует такая ее координат-
ная окрестность V и диффеоморфизм h : V → Ũ/ ∼,
который переводит сужение поля X на V в поле X̃ на
Ũ/ ∼.

Следующий результат по существу принадлежит Нью-
хаусу и Пейксото [13] см. также [7].

Предложение 3. Пусть X0 — несингулярное векторное
поле Морса-Смейла на многообразии Mn. Тогда существу-
ет путь Xt (0 ≤ t ≤ 1) в пространстве гладких вектор-
ных полей на Mn, такой что

1) Xt — несингулярное векторное поле Морса-Смейла на
Mn для всех 0 ≤ t ≤ 1,

2) замкнутые орбиты поля X1 имеют стандартную
форму и совпадают с замкнутыми орбитами поля X0.

Пусть X — несингулярное векторное поле Морса-Смей-
ла на многообразии Mn.

Определение 22. Гладкая функция f : Mn → [0, n] на-
зывается функцией Ляпунова для поля Морса-Смейла X,
если она удовлетворяет условиям:

1) X(f)p = 0 тогда и только тогда, когда точка p при-
надлежит замкнутой орбите поля X ,

2) X(f)p < 0 для всех точек p не принадлежащих за-
мкнутым орбитам поля X,

3) f является правильной S1-функцией Ботта,
4) если замкнутая орбита γ — незакрученная, то f име-

ет тривиальную систему координат в окрестности γ, в
противном случае f имеет скрученную систему коорди-
нат в окрестности γ.
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Очевидно, что функции Ляпунова для одного и того же
несингулярного векторного поля Морса-Смейла на много-
образии Mn могут быть разными.

Пусть f, g : Mn → [0, n] функции Ляпунова для несин-
гулярного векторного поля Морса-Смейла X на многооб-
разии Mn. Обозначим через Mi(X, f) = f−1[0, i+ 1

2
]. Имеет

место следующая лемма.

Лемма 7. Пусть f и g— две функции Ляпунова для
несингулярного векторного поля Морса-Смейла X на мно-
гообразии Mn. Тогда существует такой изотопный тож-
дественному диффеоморфизм h :Mn →Mn, что

Mi(X, f) = h(Mi(X, g))

для всех 0 ≤ i ≤ n− 1.

Доказательство. Рассмотрим ассоциированное с функци-
ями Ляпунова f и g разложение многообразияMn на круг-
лые и скрученные круглые ручки. Очевидно, что типы
круглых ручек для обеих разложений будут одни и те же.
Без ограничения общности можно считать, что

M0(X, f) =M0(X, g).

Рассуждения будут носить индуктивный характер.
Предположим, Mi−1(X, f) = Mi−1X, g), i > 0, и пока-

жем, что с помощью диффеоморфизм hi :M
n →Mn, изо-

топного тождественному можна добиться, чтобы

Mj(X, f) = hi(Mj(X, g)), i ≥ j.

Очевидно, что существует такое ε > 0 что на промежут-
ке [i− 1, i− ε] критических значений нет. Следовательно,
многообразия

Ni(X, f) = f−1[0, i− ε], Ni(X, g) = g−1[0, i− ε]
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будут диффеоморфными. С помощью изотопии можно до-
биться, чтобы эти многообразия совпадали. Поскольку кри-
тические окружности у функций f и g одни и те же, то лег-
ко видеть, используя частичный порядок, который суще-
ствует на замкнутых окружностях поля X, [7], что после
приклеивания круглых ручек исходя из обоих функций,
полученные многообразия будут диффеоморфными. Еще
раз используя изотопию, можно добиться, чтобы эти мно-
гообразия совпадали. Это завершает доказательство лем-
мы. �

Используя функцию Ляпунова для несингулярного век-
торного поля Морса-СмейлаX на многообразииMn и след-
ствие 2.1 можна дать следующий локальный критерий от-
сутствия закрученных орбит у поля X.

Предложение 4. Пусть Mn — гладкое замкнутое мно-
гообразие, f :Mn → [0, 1]— функция Ляпунова для несин-
гулярного векторного поля Морса-Смейла X на Mn. Пред-
положим, что c1, . . ., ck — критические значения функции
f и пусть числа εi > 0 такие, что на отрезке [ci−εi, ci+εi]
других критических значений нет (1 ≤ i ≤ k). Замкну-
тые орбиты, лежащие на поверхности уровня f−1(ci), бу-
дут незакрученными тогда и только тогда, когда ненуле-
вые группы гомологий H∗(f

−1[ci− εi, ci+ εi], f−1(ci− εi),Z)
являются свободными абелевыми группами.

Предложение 5. Пусть Mn — гладкое замкнутое одно-
связное многообразие n > 5, на котором задано несингу-
лярное векторное поле Морса-Смейла X. Предположим,
что группа Z2 не является прямым слагаемым в группах
гомологий H∗(M

n,Z). Если f :Mn → [0, 1]— функция Ля-
пунова для поля X является квазиминимальной, то все
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замкнутые орбиты поля X будут незакрученными. Дру-
гими словами, если для поля X выполняется одна из двух
возможностей:

1) число замкнутых орбит индекса i равно ρ(χi(Mn))+
εi, где εi = 0, если размерность i + 1— неособая и εi = 1,
если размерность i+ 1— особая,

2) число замкнутых орбит индекса i равно ρ(χi(Mn)), и
если размерность i+1— особая, то имеется только одна
замкнутая орбита индекса i+ 2.

В обоих случаях число замкнутых орбит индекса i + 1
равно ρ(χi+1(M

n)).

Доказательство. Следствие предложений 3.1 и 3.2. �
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